Epreuve de mathématiques CII. Durée : 4 heures.

Notations :

On travaille dans M,,(K), avec K = R ou C. La matrice unité est notée I, ou I,, 8’il s’avére nécesssaire de préciser la
dimension.

On notera Uy 'ensemble {—1,1}.

Pour A € M,,(K), on notera f4 x 'endomorphisme de K™ dont la matrice est A dans la base canonique.

On munira R™ de sa structure usuelle d’espace euclidien, le produit scalaire étant noté dans la base canonique (eq, ..., e,)

i=1 i=1 i=1

et la norme ||[V| = /(V | V).

Par ailleurs, on notera T(A) la trace de la matrice A.

On appelle matrice de Hadamard d’ordre n toute matrice A € M,,(K) & coefficients dans Us qui vérifie la relation
tA.A = nl,: une telle matrice sera désignée par I'expression "H-matrice” (d’ordre n).

Une H-matrice est dite normalisée quand tous les termes de sa premiere ligne et de sa premiére colonne sont égaux a 1.
L’ensemble des H-matrices (resp. des H-matrices symétriques) d’ordre n est noté H,, (resp. SH,).

1 Propriétés élémentaires de H,,
1.1

On considere la H-matrice normalisée Ny = G _11>

Préciser ses éléments propres.

1.2
Expliciter I'ensemble Hy (resp. SHa).

1.3

Quelles sont les valeurs propres d’un élément de Hs 7 Commencer par le cas de SHs.

1.4

a b

Pour chaque matrice A = (c d) € Ho, on considere

e l'ensemble S4 des points (z,y, 2) de R3 qui vérifient ax? + (b + c)zy + dy? = 2%
e dans R?, I’ensemble Cy4 des points (x,y) qui vérifient ax? + (b + c)zy + dy? = 1.

Donner la nature de C'4 et de S4 pour tous les A € Hs.

1.5

On suppose que H,, est non vide et on considere A € H,,.

1.5.1

Montrer que A est inversible, préciser son inverse et son déterminant.

1.5.2

L’inverse de A est-elle encore une matrice de HADAMARD 7 et sa transposée 7
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2 Conditions nécessaires

Dans cette partie, on suppose n > 2, H,, non vide et on prend une matrice A = [a; 1] € Hy.

Pour tout k entier inférieur ou égal a n on note Vj le ki®me vecteur colonne de A et on note p(A4) = > aj.
~ n ~ n

Par ailleurs on pose V.= > Vi et U = > ep.

k=1 k=1

2.1

Expliciter les deux valeurs possibles de (V; | Vi).

2.2 Majoration de |p(A)]
2.2.1

Calculer ||U]2 et ||V|2? en fonction de n. En déduire qu’il existe une constante £, non enticre, et que on explicitera, telle
que o
ULV = n®

2.2.2

Calculer le produit scalaire (U | V), et montrer que |p(A)| < n.

2.2.3

Montrer que si n n’est pas un carré parfait il n’existe pas de matrice A € H,, telle que |p(A)| = nf.

2.2.4 Exemple:
Expliciter une matrice A € Hy telle que T(A) = —4 et p(A) = 48.

2.3 C.N. pour que H,, soit non vide
2.3.1

Soit D,, 'ensemble des matrices diagonales a coefficients dans Us = {£1}.
On part toujours d’une matrice A donnée dans H,,; montrer qu’il existe un couple (A1, Ay) de matrices de D,, telle que
B = A;.A.A, soit normalisée. Le couple (Aq, Ag) est-il unique ?

2.4

On suppose A normalisée.

2.4.1

En considérant des expressions du genre (V7 | Vi), montrer que n est pair; quelle est la valeur de p(A) ?

2.4.2

On suppose n > 2 et on définit:
e 7 le cardinal de I'ensemble des indices j tels que aj2 > 0 et a;3 >0
e y le cardinal de ’ensemble des indices j tels que a;2 > 0 et a;3 <0
e 2 le cardinal de I’ensemble des indices j tels que aj2 <0 et a;3 >0
e ¢ le cardinal de I’ensemble des indices j tels que a;2 <0 et a;3 <0

Ecrire un systeéme linéaire de 4 équations a 4 inconnues dont les solutions sont z,y, z,t. En déduire que 4 divise n.

2.5 Valeurs propres d’'une H-matrice symétrique

On suppose SH,, non vide et on en considere un élément A.
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2.5.1

Pourquoi A est-elle diagonalisable et ou ?
Préciser I’endomorphisme composé far © far.
2.5.2

En déduire que far possede EXACTEMENT deux valeurs propres distinctes, que I’'on précisera.

2.5.3

Soient 1, o les ordres de multiplicité des deux valeurs propres ci-dessus.
Montrer que |p1 — p2| < /n.

3 Construction d’ume matrice de Hadamard de dimension 12

Dans cette partie on étudie un procédé de fabrication de H-matrices.

On désigne par A, B,C, D quatre matrices symétriques de M,,(R); on suppose que ces matrices commutent entre elles et
on forme la matrice

A -B -C -D

B A D -C

C -D A B

D C -B A

Soit p ’endomorphisme de R™ défini par p(e1) = e, et pour tout j,2 < j <n, p(e;) = ej_1.

On désigne par P la matrice de p dans la base canonique de R™ et par A(P) le sous-espace vectoriel de M,,(R) engendré
par les puissances de P, c’est & dire ’'ensemble des polynomes en P (avec P° = I,,).

3.1

Montrer que A(P) admet pour base la famille {P*,0 < k <n — 1}.

3.2

N n—1
A quelles conditions portant sur les nombres réels A la matrice > Az P* est-elle symétrique ?
k=0

3.3
On suppose que les matrices A, B, C, D appartiennent & A(P), que leurs coefficients sont dans Uy = {—1,1}, et qu’elles

vérifient la condition:
(F) A4+ B*+C?+D?=4nl,
3.3.1

Calculer (par blocs) le produit ‘W. ¥, A quel ensemble la matrice ¥ appartient-elle ?

3.3.2

Dans le cas n = 3, expliciter les matrices A, B,C, D qui satisfont en outre & B =C = D et T(A) = T(B) > 0. Calculer
(V).

4 Produits tensoriels de matrices de Hadamard

Dans cette partie on étudie un autre procédé de fabrication de H-matrices.
Définition de A® B :

Soient A = (Hp, ;) € M, (K) et B = (: ?) € M3 (K);
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On définit une matrice A ® B dans Mo, (K) par:

al,lB (ZLQB
az 1B axB
A® B = .

an,lB an,gB

4.1

a1«

ainB a171,y
CLQ’nB ’

’ G, 100

an,nB a1y

Calculer T(A ® B) en fonction de T'(A) et T'(B).

4.2

On suppose que I'ensemble H,, est non vide.

Montrer que si A € H,, et B € Hy alors A® B € Ha,.

4.3

Montrer que pour tout m € N les ensembles Hom, SHom et Hzyom+2 sont non vides.

4.4

al,lﬁ

a1715

an,lﬂ

an715

a1 2¢¢
a1,27%

anp 20
Qp, 27

al,Qﬂ

0,1’2(5

an,QB

an’25

L’ensemble &, des matrices de la forme A ® B avec A € Hs et B € Ho est-il égal a Hy ?

5 Inégalité de Hadamard

al,nﬂ

al’né

an,nﬂ

G0

n
Soit A une matrice réelle inversible. On note encore Vj, = > a; re; dans la base canonique de R™.
=1

j=
Soit (¢) = (£1,...,en) la base orthonormale déduite de (V) = (V4,...,V,,) par le procédé de SCHMIDT, et B la matrice de
passage de (¢) & (V): B.ex =V}, pour tout k =1...n.

5.1

Que dire de B~1.A ? montrer que (det A)? = (det B)?.

5.2

En remarquant que B est triangulaire supérieure, montrer 1’'inégalité de HADAMARD:

5.3

det Al < [T IV

k=1

Quelle est la norme d’opérateur de I’application multilinéaire

Montrer que quand les coefficients de A sont dans Us, 'inégalité est une égalité ssi A € H,,.

5.4 Cas plan

(Vi,..., Vi) = det(VA, ..

Que signifie géométriquement cette inégalité en dimension 2 7

LV)?
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