Concours commun 1996 des Ecoles des Mines d’Albi, Ales, Douai, Nantes

Epreuve de Mathématiques, Sup MPSI, PCSI, PTSI et Spés, Mardi 21 Mai 1996

Probléeme 1
0 -2/3 —-2/3
1.Ona: A=| 2/3 0 -1/3

2/3 1/3 0
-8/9 —2/9 2/9
B=A2=| -2/9 —5/9 —4/9
2/9 —4/9 —5/9
0 2/3 2/3
C=A3=| -2/3 0 1/3 |[=-A4
-2/3 —1/3 0
8/9 2/9 —2/9
U=A*=-B=| 2/9 5/9 4/9
—2/9 4/9 5/9

2. On en déduit que A% = A mais {U, A, B, C} n’est pas le sous-groupe de GL,(R) engendré par
A: A n’est méme pas inversible. Toutefois, on a la table de multiplication:

x|U|A|B|C
U|U|A|B|C
A|A|B|C|U
B|B|C|U|A
C|C|U|A|B

donc {U, A, B,C} a une structure de groupe multiplicatif commutatif, ’élément neutre étant U.
3. On a vu que: UU = U donc w est un projecteur.
Le vecteur v = xi + yj + zk est un élément de ker u si et seulement s’il vérifie le systeme:

8r+2y—2z = 0
20 +by—4z = 0
—2z+4y+52z = 0

ce qui est équivalent a:
8r+2y—2z = 0
2z + by — 4z
Y+ =z =0

Il
o

soit: 20 = —y = 2.

ker u est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur €] = % (;— 27 + 21_5)

Comme le noyau de u est de dimension 1, son image est de dimension 2, et on peut choisir comme
base de Im u (a’i = —27+ 45 + 5k, db = 20 + 5] + 4125)

Le produit scalaire de €1 par a1 ou a3 est nul, donc I'm u est un plan orthogonal & ker u.

Ainsi, u est la projection sur Im u parallelement & ker u, ie. la projection orthogonale sur Im wu.

On a effectivement: u(—C‘L i) = aj
u(ag) = a3
Choisissons é3 = % (54— E) et é3 = ﬁi (—4?— i+ E) La matrice de u dans cette base est:
0 00
U'=1010
0 01

M96bclca.tex - page 1



4. On trouve:

—

a(é1) = b(é1) = c(€1) = 0,a(é) = €3,a(e3) = —€3,b(€3) = —€5,b(e3) = —€3,¢(63) = —€3, c(€3) = é3

00 O
A=100 -1
01 0
0 0 O
B=|0 -1 0
0 0 -1

Notons toujours u le projecteur orthogonal sur le plan P = Vect(é3,€3) et r la rotation d’axe

Vect(e1) d’angle 5. Alors:

a=roub=r’ou,c=r’ou.

5. Soit Ag, A1, Ao des réels tels que:
2
> Aigi = 0.
i=0

Alors, en prenant successivement x = 0,7 et 7, on obtient:

A +A=0
A— A =0
A+A1 =0
done Mg, A1, A2 sont nuls: la famille (pq, p1, @2) est libre.
d(¢o) =0
On a: ¢ d(p1) = p2
d(p2) = —¢1

donc, comme la dérivation est linéaire, d est bien un endomorphisme de C;. La matrice de d dans
la base (0, ¢1, p2) est:

00 O
D=10 0 -1 = A

01 O
Probléeme 2
1. On a:

1 5 7 47 37
Pour tout entier naturel n non nul:
1 1 1

/ L — = — =
Ut T U = an2 T on = o m e oy T T a2+ 2)
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donc la suite (u},) est croissante.

I "o__ = ! : = :
Upy1 — Uy = U2p+1 — U2p—1 = 2n +1 _%__m

donc la suite (u) est décroissante.

u"—u'—u2 1 — U _i
= Uy n =
v 2n
donc la suite (u!! — ul) tend vers 0, et donc les suites (ul,) et (u) sont adjacentes.
Les suites réelles (ul,) et (u])) convergent donc vers une méme limite [, et la suite (u,) converge
aussi vers [.

2. Comme ci-dessus, les suites (va,) et (v2,—1) sont adjacentes donc la suite (vy,) est convergente.
3. On a:

E |
l — —d — t 1 _
0 —A 1 D) Tr = [arc anx]o—

Iz
In = —d =
0 /0 1+ 22 v

L gp 4 2P +2 1 1

o= &1

1 1
—In(1 —1—3:2)} =—1In2
2 0

Il est clair que:

donc

T
4
4. Remarquons que: uy + 2(—1)'13 =In2.
Pour ¢ supérieur ou égal a 1:

1
L=1- 1= 3(1-2)

(=117

Ug41 + 2(—1)q+112q+3 = ug +2(=1)%1241 + + 2(*1)q+1(12q+3 + Iag+1)

Ug+1 + 2(*1)q+112q+3 = ug +2(—1)I2g11
De méme: vy + (—1)1p = T

Pour ¢ supérieur ou égal a 1:

(=1)4
2g+1

Vg+1 + (—1)q+112q+2 = v+ (1) + + (_1)q+1(12q+2 + Izq) = vg + (1)1

5. Pour tout entier naturel p:

1 1
0§Ip§/ 2Pdr = ——
0 p+1
donc la suite (I,,) converge vers 0.
Ainsi la suite (u,) converge vers In2 et la suite (v,,) converge vers
6. On a:

s
1

1 xdz z ! L1 — 22
y — p—1 — |p _/ D d
P /o(px s [x1+z2]0 0o iy

1 1— 2
et / xP T m2 dz tend vers 0 lorsque p tend vers +o0, donc (pl,) tend vers 1
0 x

ok
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7. On a:

%siq:O
ot x _ [lln(1+x2)r:lln28i =1
1 N —g+1]" _ _ 1 —atly g
g (1428 7 = g (1 =274 i g 22
De méme:
1 1 1sig=0
= 7(1 ==
Jog /0 (1+ 22)4 v { [arctan:c][l):% st g=1

Pour g = 2:

L1+ 22 ! x
Jo1 = ———dx = J, ——d
0,1 /0 1+ %) T 0,2-1-/0 $(1+$2)2 T

J w+[ 1 }1 /1 dx

= — rT— — R —
027y 21 +22)], Jo 2(1+a2)
soit J()’Q = % + i

Pour ¢ = 3: J()’g:i—l—%—g.
Pour p>2et g >1, on a:

1 xp + xp*Q _ xp72
Jp,q = /0 (1 T mg)q dx = Jp*Q,Q*l - Jp72,q

ce qui donne:

p=0|p=1|p=2| p=3
T T T

1 0 ! 15 3 T ;L
— s T
— s s
9=2|gta | 1 |51 pln2 -y
— s v
=33 +1| 16 32 16
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