Concours ENGEES 1996

Premiere épreuve : corrigé.

Premiere partie.
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1. La série entiere (—1)””;1":11 a pour rayon de convergence R = 1 et
n>0
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En particulier, pour x = %, on obtient £ = Y (—1)" “;n“ S
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2. Pour tout = € [0, 1], la série numérique - (—1) est alternée et la valeur absolue de son
n>0

terme général décroit vers 0 donc, en vertu du théoreme des séries alternées,
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Donc, par encadrement, sup | > (—l)kzzjll — 0 quand n — +o00 ce qui signifie que la série
z€[0,1] |k=n+1

N 2n+1 . /
entiere - (—1)"%- —7 converge uniformément sur [0, 1].
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Posons f, : [0,1] — R,z + (—1) Nous venons de montrer que Y. f, converge uni-

n>0
formément sur [0,1]. Or Vn > 0, f,, est continue sur [0, 1] donc >12% f,, est continue sur [0, 1].
En particulier
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3. En intégrant par parties, on obtient, Vx € R,
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Avec les notations de 2., Vn € N, f,, est continue sur [0,1] et > f, converge uniformément
n>0

+oo
sur [0, 1], donc, par le théoréme d’intégration pour les séries de fonctions, [y (Z fn(t)> dt =
n=0

+o0 n
> (fol fu(t) dt) cest-a-dire, [J Arctantdt = Y (fol(—l)"iﬁ dt) ou encore
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4. Vr €] - 1,1[[In(1+2) = ¥ (-1)" £ d'on
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z — a pour rayon de convergence 1 car son domaine de convergence

La série entiere E 25

contient | — 1, 1] d apres (4) et qu’elle est divergente pour x = 1.
D’apres (1) et (4), Vo €] —1,1[, 5In (H””) + Arctanz = 5 gen + +f:o(— et IS gaintl
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1. Soit Y- anz™ de rayon de convergence R supposé ““ 7 r~ > 0. On pose Vz €] — R, R[, S(x) =
n>0
+
Eo:o a,x™. On sait que S est C® sur | — R, R[ et que ses dérivées successives s’obtiennent par
dérivation terme a terme. D’oun, Vo €] — R, R|,
22(x +1)S"(z) + bz + 3)S'(z) + S(z) =
+oo +o00 +o00 +o00o +o00
Z 2n(2n — 1)a,z" + Z 2(n + D)na, 2™ + Z Sna,x™ + Z 3(n+ 1)ap12™ + Z apx"
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= > (20 +5n+ 3)ant1 + (2n* + 3n + 1)a,]z"
n=0
+0o0
= > (n+D[2n+ 3)ans1 + (2n + 1)a,]z"
n=0

Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, on en déduit que

Ssol.de(E)sur| — R,R| <= VneN,(n+1)[(2n+3)ant1 + (2n+1)a,] =0
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La série entiere 3 CU"on g pour rayon de convergence 1 et d’apres le calcul précédent, sa

n>0 n+l
somme est solution sur | — 1,1[ de (£). En outre,
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Donc la fonction z +— m%@ est solution de (E) sur ]0,1[. On vérifie aisément par le calcul
que cette fonction est en fait solution de (E) sur ]0, +oo.

Notons L
2\/1_—9&111(1:/:—2) siz €] —1,0]
fil—=1,40]—= R,z — f(z) = 1 sizx =0
7Arcij‘§ﬁ siz €]0, 00|

f est de classe C* sur | — 1, 00| (car DSE sur | — 1, 1[ et C* sur |0, +00]) et solution de (F)
sur cet intervalle. D’olt vect(f) est inclus dans 'ensemble des solutions de (£) sur |0, 4o0].

. Sia € R,z +— a est solution de (E) sur |0, +oo[ <= Vz > 0,2 [2a+1)(a+ 1)z + a(2a+
1)] = 0 c’est-a-dire si et seulement si o = —1.

Dot g : x +— ﬁ est solution de (£) sur ]0,4o00]; en outre elle est linéairement indépendante
de f. Or (F) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre a coefficients
continus, celui de y” ne s’annulant pas sur |0, 4o00| donc 'ensemble des solutions de (E) sur
10, +00[ est un R—e.v. de dimension 2. Finalement

Arctany/z  p
Si0,+00[(E) = A——==+ = (\p) €R?
I11
. Si |z < 1,3 uy(z) est absolument convergente car |u,(x)| ~ |ZE1§ < |z|™.
Six € {—1,1}, > u,(x) est absolument convergente car |u,(z)| = WM ~ 2.
Si|x| > 1, up(x) est grossierement divergente car |u,(z)| ~ ‘ZI::I — +o00.

Le domaine (réel) de convergence de Y- u, est donc [—1,1].
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Stz €]0,1[, X G et X4

=y -1 7 WD) ont convergentes et d’apres (5) et (6)
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Quand x — 17,

1
1 In(1+4 )+ Arctanx — F In(1++/x) — —\/_Arctan\/_ —0
et 1
—Zln(l—x)—i-vln(l—\/_) — —00
d’ou
111{1_ S(x) = —o0
. On a vu que la série de terme général a,, = (2;2: est convergente de somme égale a 7. Donc

la série de terme général u, (1) = ag, + az,11 est également convergente de méme somme (car
n 2n+1

Z uk(l) = E Clk) d’ou

k=0 k=0
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Vn € N, u, est continue sur [0, 1]. Donc, si Y u, convergeait uniformément sur [0, 1], S serait
continue sur [0, 1] ce qui n’est pas le cas vu que lir{l S(x) = —oo. Donc Y u, ne converge pas
z—1—

uniformément sur [0, 1]. Elle ne converge pas non plus uniformément sur [0, 1] car si tel était
le cas, vu que Y u, (1) converge, la série de fonctions Y u,, convergerait uniformément sur [0, 1]

(car [1Sn = Slloc01) = max([[Sn = Sllc,o.af; [Sn (1) = S(1)]))-

Deuxieme partie.
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%3(7’,6’) = cos@%%(rcos@,rsin&)—l—sin@giy(rcos@,rsin@)
%(7’, 0) = —rsin@%(rcos@,rsin@)+rcos€§—§(rcos€,rsin9)

. Si(z,y) = (rcosb,rsind) € Dy, r # 0 d’'ou

(r.y) = cos03(r.0) — =5(r.0)
{gf(:c ») = sinoi(r)+ =200
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V(r,0) €]0, R[xR,

of of — a0 %
8x(TCOS9 rsm@)—{—zay(rcose ,rsinf) =e ar(r’9)+7” 39( r,0)

d’ou
(H) <= (H1):V(r,0) €]0, R[xR, ?) (r,0) + %%(T, 6) =0

. Soit n € Z fixé. L’application
1 .
fn 2 [0, R[x[0,27] — C, (1,0) — 2—9(7“, f)e~"?
™

est continue sur [0, R[x[0, 27|, admet en tout point de [0, R[x [0, 27] une dérivée partielle par

rapport a r égale a %gr(r 0)e=m et %L: est continue sur [0, R[x[0,27] (car g est C' sur

[0, R[xR) donc, en vertu du théoreme de dérivation concernant les intégrales dépendant d’un
parametre, ¢, est de classe C sur [0, R et Vr € [0, R[, ¢, (r) = & fo 2w 22 (r, 0)e~™ d6.

D’aprés (H1), on en déduit que Vr €]0, B[, &,(r) = —5= [57 gg(r 0)e~™% df. En intégrant par
parties, ¢, (r) = 5= <{ (r,0)e _19}0 +in [§Te ™ g(r,0) dQ). Le crochet est nul par périodicité

d’ou n
;Cn(r)

On vient de voir que Vn € Z, ¢, est solution sur |0, R| de I’équation différentielle
(Ep):xy' —ny=0
Or la solution générale de (E,,) sur |0, R] est

T — A\z"

D’ou,
Vn € Z,3\, € C,Vr €]0, R[, c,(r) = Apr"

4



Comme ¢, est continue sur [0, R], elle admet une limite finie a droite en 0 ce qui, pour n < 0
impose A\, = 0. On a donc

Vn e Z\N,Vr € [0,R[,c,(r) =0
Par ailleurs, ¢o(r) = A\r® = Ay = cte sur |0, R[ et, par continuité en 0, ¢;(0) = Ay. Or
co(0) = 5 5™ 9(0,0)e™df = 5 [ f(0,0) df = £(0,0).
Dans la suite, nous poserons Vn € N, ¢, (r) = ¢,r".
. Soit r € [0, R[; application g(r,) : R — C, 0 — g(r,0) est de classe C' sur R et 27 —périodique.
En particulier, g(r, -) est 2r—périodique, continue sur R, C! par morceaux sur R donc en vertu
du théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de g(r,-) est normalement convergente sur R de

somme égale a g(r,-). Or les coeflicients de Fourier exponentiels de ¢(r,-) sont les ¢, (r). Donc
la somme d’ordre n de la série de Fourier de g(r,-) est égale a :

Salg(r,)O) = > alr e’ ZC rkeikd

On a donc

Vo € R, g(r,0) = Zcre”‘“e

D’ou

Vz=x+iy =re? € Dp, f(z) =g(r,0) = Z cp2®

Ceci prouve que f est développable en série entiere en 0 (en particulier la série entiere Y- ¢, 2"

a un rayon de convergence > R).
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CSif=P+iQ,
of | .of oP  0Q (0Q  OP

3z oy (a__a_y> “(a—ﬁa—y)
et f(0,0) = P(0,0) +iQ(0,0) = iQ(0,0). Donc f vérifie (H) et f(0,0) = 0 si et seulement si
oQ 0P 0Q 0P

— —.,Q(0,0) =0
or 0y 8y ox Q(0,0)
Or
or (cos? x — sin? 2)(cos?  + sh %y) — sin x cos z(—2sin z cos x)
or (cos2 z + sh *y)2
_ cos’z + sin® z cos? x + sh *y(cos® x — sin® x)
B (cos2 x + sh %y)?
_ cos?zch’y —sh’ysin’z
B (cos2 x + sh %y)2
et .
0P  —2sinzcosashychy
Oy (cos?z + sh?y)?
La condition %Cj = —88—1; équivaut a
T shychy
JhecC'(—=,=[[R),Q(z,y) = ————— +h
( 2’ 2[ ), Qz,y) cos? z + sh %y )



Dans ces conditions,
0Q  cos®zch 2y — sh?ysin
oy (cos2x +sh?y)? .a

+ 1 (y)

t 29 — 9L oot réalisé si et seul t si A/ —0-'-0-L"GJh t tante. Enfi 0,0) =0
et 5o = o ost réalise si et seulement si (y) = est constante. Enfin, Q(0,0) =

impose h est la fonction nulle. Donc

sh ychy
: Y ) )
Q LR R (:E y) Q(‘T y) COS2x sh 2y

vérifie les conditions requises.

A noter que la caractere C! de @ (et de P d’ailleurs) est assuré par le fait que sur Dz, cos? x +
sh?y est toujours > 0.

Dans ces conditions, Vo €] — Z,2[, f(x,0) = P(z,0) + iQ(x,0) = SBLZLBL — tang et Vy €
| =330 f(0,y) = ithy.

+oo
. D’apres 1, il existe (c,) € CN telle que Vz € D=, f(z) =3 ¢,2™
n=0

En particulier,
+oo

Vz:xe]—Z,E[,f(x,O):tanx:chx"
2°2 =0
et
. T . X an
VZ:Zy,yE]—g,E[,f(O,y)zlthy:chz Yy
n=0

En fait, on peut remarquer que par imparité de tan, on a Vn € N, ¢y, = 0 d’'out Va €] — 2, 2],

+oo +oo
tanx = Z Con1 2" etthe = Z (—1)"copqrz™
n=0 n=0
Le fait que }° ¢, 2™ converge pour x €] — 7, 7[ prouve que la série entiere )- c,2™ aun R.C. > 7 et
le fait que tanz = 32,29 ¢, 2" tende vers +oo quand z tend vers 5 queson R.C.est < 7. Enfin
la série entiere Y- ¢,i" " 1y™ a méme rayon de convergence que Y ¢, z" car Vn € N, |¢,| = |c,i" 7.



