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Partie 1.

1. Pour a € R, la fonction ¢ +— t% est positive, continue sur R%. Elle est

— . . 1
décroissante et tend vers 0 en 400 si et seulement si @ > 0. Enfin, fo tf—i est
convergente si et seulement si @« — 1 < 1, soit @ < 2. En conclusion, ¢ — t% est
dans F si et seulement si

a€]0,2[.

2. La fonction ¢ ~— ¢4z envoie R sur |z, +-00[ C R pour tout 2 > 0, elle est
continue, croissante sur R, et vérifie . liJrP t+x = +o00, donc par composition,
— 100

t — f(t +x) est continue, décroissante sur R, et , ligrn fi+z)=0.
—T0Q

t — f(t+x) est de plus positive sur R, et se prolonge par continuité a
R donc l'intégrale de t — tf (t + x) sur ]0, 1] est convergente. Il en résulte que
pour tout = > 0, Papplication t — f (t + ) est un élément de F.

3. (ak),>; étant une suite croissante de réels strictement positifs convergeant
vers 400, la suite (f (ax)),>; est positive, décroissante et converge vers 0.
La série de terme général (—1)" f (az) est donc alternée, et le critere spécial
s’applique. Il en résulte la convergence de cette série.

4. (a) La fonction ¢ +— f (t)sint est continue et positive sur |0, 7] et au
voisinage de 0, f (t)sint est équivalent a tf (t) donc par la regle des équivalents,
I'intégrale foﬂ f (t)sintdt est convergente.

(b) Pour tout entier naturel k > 1 et pour tout ¢ de [k, (k+ 1) 7],

sint = (—1)" [sin¢| d’on

(k+1)m (k+1)m
/+ f(t)sintdt:(—l)k/ ’ £ (t)|sint| dt
k

T km

(c) f étant décroissante, pour tout k > 1, et pour tout ¢ de [k, (k+ 1) 7]
fl(k+1)m)|sint| < f(¢)|sint] < f (kw) |sint|

puis

(k+1)m (k+1)m (k+1)m
/ f((k+1)m)[sint| dt < / f(t)[sint] dt < / f (k) |sint| dt
k

T km km

et comme k(kﬂ)ﬂ |sint| dt = (—1)k fk(kﬂ)ﬁ sintdt = 2, il en résulte :
T s

(k+1)m

2 ((k + 1)) g/ F(t) [sint| dt < 2f (k) .

km



f étant continue sur [k, (k 4 1) 7], il existe un réel ay, (d’ailleurs unique par

la monotonie de f) de cet intervalle tel que fUCH)W I (@) |sint] dt = 2f (ax) -
(d) Pour tout n > 1, par la relation de Chasles, et compte-tenu de la con-
vergence de [ f (t)sintdt,

Unp = [ f(t)sintdt = [T f(t)sintdt+ Z DT g

f(t)sintde

= [T f(t) smtdt+22( D" f (ax) -

Comme pour tout k > 1 ak < (k+1)7 < apy1, (ar),>, est une suite
croissante de réels strictement positifs qui tend vers +oo, donc grace au I-3- la
série Y (—1)F f (ax) converge. La convergence de la suite (Un),,>, résulte de

E>1 =

la conv%rgence de la suite des sommes partielles de cette série.
(e) Notons [ = Hm Up. Pour X >0etn=[%],

‘fOXf( smtdt—l‘ IS f(t)sintdt—l‘—ﬁ—‘f;if(t)sintdt
<|U U+ [ |sint|dt
<|Up =1+ [, f(t)d
< |Un 1+ [0 <>dt
Soit e>0:3Ac R, VL€ Rt >A=0<f(t) < .
Alors, pour tout X de R X>A+7ré0<f(n+1)7T f(t)dt<§.
Deplus,EINGN,Vn€Nn2N¢|U -l < 5.
Donc X > max (A + 7, N7) = ‘fOXf(t)sintdt—l‘ <e.

Cela signifie : 3 Xlim fOX f@)sintdt =1, d’ol la convergence de I'intégrale
— 400

Jo7%° f (t)sint dt.
5. Pour tout k > 1,

2HOT () sintdt = ;,ff“)”f( fysintdt+ [ f (t)sint dt

f?{éiiiﬂ tysintdt — [iee VT f (u+ ) sinudu
2k "(f(t) = f(t+m))sintdt >0

car, f étant décroissante, il s’agit de I'intégrale d’une fonction positive sur
un segment.

On a donc, pour tout p > 1, Usp = Z fQ(kH f(t)sintdt > 0, donc

I = lim Uy, > 0, c’est-a-dire

p— 00

+oo
/ f(t)sintdt > 0.
0

6. Par le changement de varlablc u=t—ux,
f:oo f@)sin(t—z)dt = [ f(u+z) smudu et cette derniére intégrale
converge pour tout z > 0 pulsqu ‘alors u — f (u+ z) est dans FE.



En particulier, pour z = 7,

f;m f(t)sin(t—5) dt =— f;roo f (t) cost dt converge.
2 2
La fonction t +— f (t) cost étant continue sur R, les intégrales f;oo f(t)costdt

et f;oo f (t) cost dt sont de méme nature pour tout x > 0.
Il en résulte la convergence de f;oo f(t)costdt .
7. (a) Parle 4.(c) : [0 () jsint| dt > 2f (k+ 1) 7).
D’autre part f etant décroissante sur [(k + 1) m, (k4 2) 7],
Jor T p (1) dt < wf ((k+ 1)) doi

k-‘rl)ﬂ
(k+1)7 2 (k+2)m
/ F(t) |sint] dt > —/ F(t) dt .
km T J(k+1)m

(b) (3) = (m) La convergence de I'intégrale |, o

de la suite (f;'" f (t) |sint| dt) , donc celle de la série Z f(kH f(t)|sint| dt .

f (t) |sint| dt entraine celle

Par comparaison de séries a termes positifs, il en resulte la convergence de

la série Z f((kkjf)r ) dt, donc de la suite définie par V;, = f;nﬁ)ﬂ f () dt.

On montre de méme qu’au 4.(e) que la convergence de la suite (V},),~,
implique celle de I’intégrale f ft) dt.
(ii) = (i) Pour tout t de RY, |f(t)sint| < f(t), donc par comparaison,

f:oo f (t)sintdt est absolument convergente. Comme foﬂ f(t)sintdt est con-
vergente d’apres 4.(a) et que la fonction a intégrer est positive, il en résulte que
/i 20 £ (t) sint dt est absolument convergente.

0
8. Sia€]0,2], t — t% est dans F, et ce qui précéde s’applique donc
f0+oo sint 74 est absolument convergente si et seulement si f L dt est conver-

gente, smt sia>1. _
Si a > 2, alors Sg‘f ~ ta%l et il y a divergence a la borne 0.
0

Donc f0+°° sint Jt est absolument convergente si et seulement si a € |1, 2.

Partie 11.
1. Les solutions sur R de Y +Y = 0 sont les fonctions de la forme
s Acosz+psinz ,  (\p) € R%

2. Par la méthode de variation des constantes, les solutions sur R’ de
(2) : Y +Y = f sont les fonctions de la forme : x — A (x)cosz + B (z)sinz



ol A et B sont les fonctions de classe au moins 1 sur R? vérifiant, pour tout z
de R :
+

A’ (z)cosx + B’ (x)sinz = 0
—A'(x)sinz + B’ (z)cosz = f(x)
soit encore :A’ () = —sinz f(z) et B’ (z)=cosz f(z).

3. Pour tout x > 0,
Yi(z) = f;oo f(t)sin(t —z) dt = cosz [ f (t) sintdt—sinmfm-Iroo f(t)costdt

Compte-tenu de la convergence des intégrales f0+°o f(t)sintdtet f:oo f(t)costdt

(pour tout z > 0), les fonctions x — f;roo f(t)sintdt etz — — f;oo f(t)costdt
sont respectivement les primitives de z +— —f (z)sinz et  — f(x)cosz qui
tendent vers 0 en 400, et en particulier ce sont des fonctions A, B de la forme
indiquée au IL.2., donc Y} est solution de (2) sur R7.

4. Pour tout z > 0, Yy(x) = f0+°° f(u+z)sinudu avec u — f (u+ x) dans
E, donc par le 1.5. Y} est positive sur R

De plus, |Yy(z)| = cosxfjoof (t)sintdt — sinxf;roo () costdt‘
<[ f @) sintdt’ + ‘f;f’o 7 costdt‘
d’ou
limYy = 0.
lim v
5. Soit Y une solution de (2) sur R% qui converge vers 0 a I'infini. Alors,
Y — Y} est solution de ’équation homogene associée, donc

I\, u) €R? Vo >0, Y () — Yy (z) = Acosz + psinz.
Em (Y —Yy) =0 impose alors A = p =0, dou ¥ =Y}.

6. (a) Si 0 < x < xp, on a les majorations successives:
sina [7° f (t)costdt| < a [°f(t)[cost| dt < [Tt f(t)dt < [t f(t)dt

(b) ’sinxf;wf(t) costdt‘ < |sinz [7° f (t) costdt| + sinxfmtoo f@ costdt‘
< [yt f () dt+ [sina [ 1 (2) costdt‘

Soit € > 0. foltf (t) dt converge, donc Jzg >0, 0 < [t f(t) dt < §.
Pour z( ainsi fixé, lin%) sinz f:;oo f(t)costdt =0 donc

3n >0, vz €]0,n][,
On a alors

sinxfxtoof(t) COStdt‘ < 5.

—+o00o
sinm/ f (@) costdt‘ <e
T

(c) Pour tout > 0, Yy(z) = cosmfjoo f(t)sintdt—sinx f;oo f(t)costdt
D’apres I’étude de la partie I, 3 }}LI}J f;oo f(t)sintdt = 0+°° f(t)sintdt, et

par ce qui précede, 3 lirrb sinxf;roo f(t) costdt =0, donc
r—



3 lir% Yy (z) = f0+°° f(t)sintdt, ce qui signifie que Y} est prolongeable par
xr—

continuité en 0 en posant :

+oo
Yy (0) = /0 f(t)sintdt .

7. (a) Avec 0 < x < y, et f décroissante, la fonction

h:t— f(x+1t)— f(y+1t) est positive sur R ; de plus elle est continue et
dérivable sur RY avec h/(t) = f' (x + 1) — f' (y +t) < 0 puisque f’ est supposée
croissante sur R% . h est donc décroissante sur R’ . On a aussi Ercgh =0etla

convergence de 'intégrale de ¢ +— t h (¢) sur [0, 1] puisqu’il s’agit d’une fonction
continue sur ce segment. On a bien :

hekFE.

Yi(z)-Yi(y) = O+OO flu+z)sinu du—f0+oo fu+y)sinudu= f0+oo h (u) sinu du
et comme h est dans E, le 5. permet de conclure que Yy (z) — Yy(y) > 0

pour 0 < x <y, donc que Yy est décroissante sur R .
(b) La fonction ¢ ~— 7 est élément de E si a € ]0,2[, et dans ces conditions

il s’agit d’une fonction de classe C* sur R, sa dérivée est ¢ — = qui est

alors croissante sur R . Les réels o convenables sont encore ceux de 0, 2[.

Partie II1

1. Pour tout  de R4, la fonction ¢ — Lt; est continue sur R4, et

1+
—tx
Vt€R+,0<ﬁ<Tltg;
—tx
la convergence de 0+°O Tltgdt entraine celle de O+OO Tz dt.
2. (a) F(0) = [,">° Thzdt = [lim Arctant];™ = Z.

Pour tout (z,y) de R? tel que 0 < x < y, et pour tout ¢ de Ry, e > e=t,

d’ou £ 72 < i—g puis F (y) < F (z).

1+
La fonction F est donc décroissante sur R .

(b) Pour tout x > 0,

+oo 1 f=teo
0<F(2) < / et dt = {__etw} _1
0 z =0 T

d’on
lim F = 0.
“+o0

3. Pour tout x de R, et pour tout ¢ de [0,n],

k k
(o (t) = (L < (ol

= 0.



a;—:l = % tend vers O lorsque k tend vers 4oco, donc par la regle de

D’Alembert, la série Y ay converge, et la série de fonctions Y ¢ converge
k>0 k>0
normalement sur [0, n].
En utilisant le développement en série entiere de la fonction exponentielle,

de rayon de convergence 400, on peut écrire, pour tout x de R :

B S e P ST

et puisque la série de fonctions Y ¢j converge uniformément sur [0,n], on
k>0

+oo
peut intégrer terme & terme : F, Z % =y (-1 gf; o (th)dt
k=0

4. Ce qui précede montre que F, est somme de la série entiere Y apz®,
k>0

avec aj = (— fo IHQ

—+o0

Comme 1'égalité F), (x) = Y. agpx” est valable pour tout = de R, le rayon
k=0

de convergence de cette série entiere est +oo. F), est donc de classe C'°° sur

I'intervalle de convergence, c’est-a-dire R.
Ses dérivées successives sont les somrnes des séries dérivées terme a terme :

Vpe N, VzeR, FT(LP) () = Z k i fo (1+t2)

(k=p)!
— %O k+p z fn g
- (1+t2
k=0

o0 k

La fonction ¢t — tP est bornée sur [0,n], donc on justifie de méme qu’au
II1.3. la convergence normale sur [0, n] de la série de fonctions de terme général

Nk
i (8) = (=) (m-
On peut donc permuter les symboles Y et [ et

T n (—t)Pe~t"
F(p) fo 2\ t)’ ((1+tt2))k'dt 0 ( tl)+t2 dt .
5. Pour tout x de RJF7
+oo tx 400 Ltz
F(x) - F,(x) = 0 T+t2 f 1+t2 = Jn f+t2 dt
donc 0 < F (z) — Fy, () < [7° 12 edt = 5 — lim Arctann

Cet encadrement montre la convergence unlforme sur Ry de la suite de
fonctions (Fy),,~; vers F. Il en résulte, puisque chaque F,, est continue sur R,

la continuité de F' sur Ry .
t e*tzO
1+12

R, . De plus, lim t2tf+;0 = 0 donc pour t assez grand, 0 < &

6. (a) Etant donné o > 0, la fonction ¢t —

est continue et positive sur
—txq
1+t2

+oot tzg
sz dt

<t%etla

convergence de 1’1ntegrale de Riemann f 1 4t implique celle de

t



oo _te

(b) Soit G la fonction définie sur R par z — dt, et xg € R%

0 1+22
fixé. . . . .
n _te tT +oo _ 2 [e’s}
F(x) = G(2) = [y —fe—dt - - dt = [ Y dt
donc pour tout x de [xo, o0,
+o0 tzq
0< F/ () z) < [ tsz dt = B,
et vu la convergence établie au (a), hr—{l B, = 0, d’ou la convergence
n—+0oo

uniforme sur tout intervalle [z, 4o00[ inclus dans R de la suite de fonctions
(F}),>1 vers G.

(c) Les fonctions F,, sont de classe C* sur R, il existe au moins un réel
z1 de R% tel que la suite (F, (1)), soit convergente, la suite de fonctions
(F}),,>1 converge uniformément vers G' sur tout intervalle [z, +-o0o[ inclus dans

R’ , donc la limite F' de (F )n>1 est de classe C' sur RY, et pour tout z de
R*
+

, “+oo —t 6—t:6
F'(z)=G(x) = dt .
@=cw-[ 5
7. On peut montrer de méme que :
tx
- intégrale [, oo tli—ﬁo dt est convergente pour tout zo > 0.
- la suite de fonctions F!’ converge uniformément sur tout intervalle [xq, +00|
2
inclus dans R vers la fonction 2 — f+°° thQ dt .
- par apphcatlon du théoreme de dérivation des suites de fonctions de classe

Cc'a (F}),>1, F est de classe C? sur R’ et pour tout x de R%,

+oo 42 —tx
t
F' (z) = / ot
0

1+1¢2
. " _ [0 g2t +00 ¢
Onadonc: Vo >0, F'(z)+F(z) = [ Y5 dt+ [, thdt
== el

8=

F(z)—F(0) _ p+00 ¢~tz_
8. Vo >0, HEZEO - e oLy

‘F( 2= F(O)‘ +OO l(ﬁ;) dt > fl/L i(litt;) dt

vu la positivité de I’intégrande.

D’autre part, pour tout v de [0,1], e < e * <1 doncue ! < fou e tdt <
u et en particulier, 1 —e™" > ue L.

Pour tout ¢ de [0,1/x], tx € [0,1] donc 1_?1' >te L.

1w e~ dt>671 1/z

iont - | E(@)—F(0)
On obtient : ‘7 0 m(1+t2) 0 H_tQ dt .
Comme ?22 1, l'intégrale de t — W sur [0, +oo] est divergente et
+00
comme cette fonction est positive, hm f L/e T +t2 dt =

On en déduit : lim

x—0

= to00




ce qui prouve que F n’est pas dérivable en 0.

9. Les résultats du III.2.(b) et II1.7. montrent que F est 'unique solution
de (2) (avec la fonction f de E : ¢t +— 1) sur R% qui tend vers 0 en +oo (cf
IL5.). Donc sur RY, F =Yy (cf IL3.et 4.).

En utilisant le prolongement par continuité en 0 de Yy au IL.6.(c) et la valeur

de F'(0) obtenue au ITI.2.(a) on obtient :

“+o0o
t
/ sin g —
O t

Do |

Partie I'V.

1. L’intégrale Iy = f;oo sin (uﬂ) du est de méme nature que celle déduite par
le changement de variable t = u? : f oo L tﬂ Ysintdt .

Pour 0 >1, a=1-— 5 €10, 1] donc grace aux L.1. et I1.4., cette derniére
intégrale est convergente.
On a alors I’égalité des deux intégrales, soit :

T gint
Is = 5 175 ¢

2. Blg = +°° tfi“lfﬁ dt et I'intégration par parties suivante est licite :

u’(t)—smt ,  u(t)=1-—cost

1
v(t) = 7=77 'U/(t)zf(]-*%)ﬁ—;l/,@
eest | ATVA o
en effet (uv)(t) = =7 ~ —5—, donc uv se prolonge par continuité en
0
0 en posant (uv) (0) =0, et |(uv) ()] < 7275 donc Ht 1121 (uv)(t)=0.
— 400
On a donc : N N
— o0 — o0

Bl = [Lrest] (1 = 1) S5 s = 251 [ Loestar,
ce qui équivaut & 22— f0+00 12 cosLdt .

En intégrant par partles de maniére analogue, on obtient :
z f0+oo st gy — f;oo 1=cost gt d’ol1 en combinant :

Iy =5 f e [ et

=Z4)a- cost) (t1/5=2 —1=2) dt.
3. (a) Pour t > 0, par 'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 appliquée a
la fonction cos sur [0,¢] :

=

-1

[cost — 1] < % sup |—cosu|l=%
w€|(0,t]
De maniere évidente, pour tout ¢t de R, 0 < 1—cost < 2, donc en rassemblant
les deux résultats :

t2
Vi >0, 0<1-—cost <min (5,2) .



(b) En utilisant ce qui précede :

‘fo“’o (1 —cost) (¢1/5-2 —¢72) dt‘ < |22 (#1572 — 42 dt‘ ’f“’o (t/5=2 — ¢-2) dt‘
< |32V 1) dt‘ ‘ 2 (t1/8-2 —172) dt’
2 +o00
1 [¢1/+1 $1/8-1 1
<2 [1/5+1 B }0+2[1/B T L
1 [ 2l/B+1 ol/B—-1 B2
<i(Zpr-2) -2(Gmr +3) = A2 -2
et lim %21“‘1/[3 = 2 donc
B+oo 771
+o00
lim (1 — cost) (tl/ﬁ—Q - t‘2> dt=0.
B——+o0 0
(c) Par le IV.2. Iy = 52 2 + 52 (1 —cost) (11872 —172) dt . Le
premier terme est équivalent a ; et le second est négligeable devant 1 d’apres
ce qui précede, donc
I ~ =
+oo 28

4. Par le 1.5., puisque la fonction ¢ +— tl,;l/ﬁ est dans F pour 8 > 1,
BI,@ _ JrOO tISH};B dt > 0.

De plus, en écrivant 31z = OW tf“}fﬁ dt + Z fkkH tf”}fﬁ dt
et en utilisant les résultats du I.4., la série Z I (bt 1) " Ll dt est alternée

k+1 T i
et converge par le critére spécial, donc sa somme Z fk ) Az dt est du

k=1
signe du premier terme fﬂﬂ tlslrifﬁ dt, donc négative car sur [, 27],sint <0 .

Il en résulte :

sint

f(;r tlsinlfg dt < foﬂ tl*;l/ﬁ dt = [ﬁtl/ﬂ]g = /P < Br pour tout > 1.

Donc :

V6>1,0§15§7r.



