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Les candidats sont priés deentionner deaiconapparentesur la premierepage de lacopie :EPREUVE
PRATIQUE DE MATHEMATIQUES.
L'énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M et P', comporte 4 pages.

L'objet de ce probléme est de nrenqu'il existe, poutout entier n strictementositif,
deux suites de réels;, @<i<n, etaj, o<i<n, telsque, pourtout polyndme P de degré inférieur

ou égal a 2n+1, I'égalité
1 n
(E) P() dt="Y (3)°P(@;).

ait lieu. Cette propriété suggere que, si f est une fonction (2n+2)-fois continlment dérivable sur
n

lintervalle [-1, 1], leréel y(f) défini par la relation f) = Z(aﬂ2 f(a;) soit une valeur
1=0
approchée de l'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [-1, 1].

Soit E I'espace vectoriel des polyndmes réels. A tout cd@pl€)) depolyndmes appar-
tenant a E, associons le réel (P | Q) défini par la relation :

1
(P1Q) =I+1P(t) Q(t) dt

Il est admis que l'applicatiofi®, Q)= (P | Q) de KE dansR est un produit scalaire. Scit
I'application de EE dansR définie par la relation :

1
®(P, Q) =(XP|Q) :th P(t) Q(t) dt

Il est admis que I'applicatioh (de BXE dansR) est une forme bilinéaire symétrique.

Dans toute lasuite, lalettre ndésigne un dier strictementpositif et g, le sous-espace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou €gal a n.

Il est admis que l'application (P,*®Q)P | Q) de ExEn dansR est un produit scalaire et
gu'il existe un endomorphisntg, de B, qui, atout polyndme Q appartenant g, Eait corres-
pondre le polyndmén(Q) de K vérifiant la relation :

pour tout polynéme P denE (P |n(Q)) = ®(P, Q).
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1°) Existenced'unebaseorthonorméeale E, (|) associéalaformed :
a. Vérifier que I'endomorphisnig, de I'espace euclidi€(Ey, ( | ) est symétrique.

b. Exemple : Déterminelprsque l'entier n estgal a 2 |'endomorphismeb, en recher-
chant les imagedes polynémes 1, X et2X; en déduire lanatriceassociée #endo-
morphismed, dans la base des polynémes 1, X & Xuelles sont les valeurs

propres de cet endomorphisme ?

c. Démontrer I'existence d'une base orthonormée de polynmes €n, appartenant a
I'espaceeuclidien(Ep, ( | ) et d'unesuite de réelstj, 0 < i < n, tels que, pourtout
couple (P, Q) de polynémes appartenang,deerelation ci-dessous ait lieu :

n
®P. Q=% (&P (€lQ.
I=0
La base orthonormée;\gxi<n de(En, (| ) est dite associée a la forme bilinéabre

d. Démontrer que les réals, pourtout entier icompris entre 0 et k& i < n), ont une
valeur absolue strictement inférieure a 1 : aj| 4 1.

e. Exemple :danscettequestion l'entier n estgal a 1 ; déterminaine base (£ €)
orthonormée de I'espace euclid(&, ( | ) et deux scalairesg et a1 satisfaisant aux
conditions de la questiob’.c ; onpourrad'abord déterminer une base orthonormée
constituée de polynémeg 8t .

2°) Déterminatiord'unebaseorthonorméeale E,, associéélaforme® :
L'espace euclidie(En, (| ) est supposé muniune bas@rthonormée (@o<ij<n associée
a la forme®. L'existence en été démontréei-dessusDésignons parjde produit sca-
laire du polynéme constant égal a 1 avec le polyn6me eg =(1]#¢) .

a. Démontrer la propriété : pour tout entier k, compris entre 1igksn) et tout entier i
compris entre 0 et rofi<n) : (XK | g) = (@)K &.
En déduire, poutout polynéme P de fet tout entier compris entre 0 et nofi<n),
I'expression du produit scalairg [€) en fonction des réelset P;).

b. Démontrer que pour tout entiepsikn) le produit des réels &t g(a;) est différent de
0 (g.g(aj) # 0). En déduire que les réels @&i<n, sont tous différents de 0.

Supposongjue les réelsj, o<i<n, soient indexés de facaelle que les p premiers
(0<p<n) soient deux a deux distincts et dqoat reela; de rang j supérietstrictement a p soit
€gal a urtj de rang inférieur ou égal a gf). Soit R, le polynéme défini par la relation :



Rn(x) = |‘| (x £01)).
1I=0
c. Démontrer, en considérant les produits scalairg¢dg, que les réels, O<i<n, sont
deux a deux distincts et que le degré du polyndpesRk n+1.

Soit j un entier compris entre 0 et n(P < n) ; désignons parjlle polyndme deéfini par

la relation : L(x) = (xx0og).
k#j,0<k<n

d. Demontrer que chaque polynémg dst proportionnel au polyn6msg. €Soit k la

constante de proportionnalité ; =ek; Lj. Démontrer les deux relations :
Gali@)=1: @2=

En déduire les différentes bases orthonorméeg, dsdbciées a la forme bilinéaibe

3°) Validité del'éqgalité(E) :
Les réels @o<i<n, etaj, O<i<n, sont ceux qui ont été définis précédemment.

a. Démontrer que, pour tout polynbme P de degré inférieur ou égal a 2n + 1, I'égalité
l n
(E) [.pwde= > @)°Pei)
*1 =0

est vraie. Une méthode consistedtablir d'abord cette relation pour le polynéme
constant égal a 1, puis pour les mondémé&s ¥k < 2n+1, et enfinpour unpolynéme
de degré inférieur ou égal a 2n+1.

b. Démontrer que cette relatigf) est fausse pour tout polyndme de degré 2n + 2.

4°) Déterminatiordu polynémeRy, :

Désignons toujours pamfe polyndme défini par la relation :nR) = |_| (xxaj).
=0

a. Soit P un polyndmappartenant aE calculer leproduit scalaireles polynémes P et
Rn dans(E, ().

b.  Soit U, un polyndéme de degré n+1 dont le terme de plus demr€ est X+1. Suppo-

sons qu'il soit orthogonal dafi, (| ) a tous les polynémes P du sous-espacto-
riel En. Démontrer que ce polyndbme, st le polynbme R En déduire unearactéri-
sation simple du polyndmepRet une méthoddirecte de détermination du polynéme

Rn (qui évite de rechercher les rée|sos<i<n).
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c. Etablir une relation simple entre les polyndmgg{Ret Ry(—X).
d. Déterminer, lorsquikentier n eségal a 2, lgpolynébme R puis lesréelsaj, 0<i<2 ;

ap<a1<ady . En déduire ensuite les polyn6mesoki<2, puis les réels (@, o<i<2.

Soit f une fonction réelle définie et continue sur l'intervalle [-1, &ntdonné urentier
n (n= 1), désignons pap(f) I'expression ci-dessous :

n
In(f) = Z(aq)z f(aj).
1=0

Il est admisque, si lafonction f est(2n+2)-fois continlment dérivabld,erreur commise en
remplacant la valeur de l'intégrale pa(f)ipeut étre évaluée par la relation :

1 1
| Li(t) dt - In(f)| <ZRT2) i]sétf(rs)lIf(2”+2)(><)I IRiIP -

||Ry|| désigne la norme du polyndémg dRins I'espace euclidi€R, (| ).

5%  Application:
a. Soit f la fonctiordéfinie sur [-1, 1] : x> 1 1 . Calculer p(f) ; comparer le résultat
+ X

obtenu a la valeur exacte tiatégrale. Vérifier la précision obtenue eadmettant le

1
résultat : gy sup [f(€)(x)|<0,53.
T xl<x<]

b. Soit g la fonctiordéfinie sur [-1, 1] : x= 2% Calculer (g) ; comparer le résultat
X

obtenu a la valeur exacte de l'intégrale. Vérifier la précision obtenue.

FIN DU PROBLEME



