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Nombres algébriques et nombres transcendants.

Dans tout le problem& est unsous-corps du corps degelsR et K[X] le K-espace
vectorieldes polyndmes suK. Par définition, unéela estalgébriquesur le corpsK si et

seulement si le réel est racined'un polyndme P, autre que le polynémal, appartenant a
KK[X]. Dans le cas contraire, le r&elesttranscendargurle corpskK.

Le but de ce probleme ed¥tablir des propriétés simples des nomialggbriques et
transcendantsur un corpsK, d'en donner des exgohes lorsque leorpsK estcelui des
rationnelspuis d'appliquetles résultats obtenus pouaractériserdes figuresgéométriques
constructibles "a la regle et au compas".

Premiére Partie

SoientK un sous-corps dR eta un réel algébrique sur le corfgs; désignons pail (a)
I'ensemble des polynédmes P appartendpPq qui admettentt comme racine :
J(o)={ P|POK[X], P(a)=0}.

-1°) J(a) estunidéalde K[X] :
a. Démontrer qud(a) est un idéal d& [X]. En déduirel'existenced'un polyndme My
unitaire (le coefficient du terme degMtle plus hautlegré eseégal a 1)uniquetel que
J(0) soit 'ensemble des polyndmesIKEX] proportionnels a M dansK[X].
1) ={ PIOQUKIX]; P =Mq.Q}.
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b. Démontrerque, pourqu'un polynbme P, appartenantl&[X], unitaire et irréductible
dansK[X], soit le polynbme M, il faut et il suffit que leéela soit racine dupoly-

néme P.

Pardéfinition le polyndme N est lepolynémeminimal dea sur K, le degré du poly-

néme My, noté dé, K), est ledegrédea sur K. Soit K[a] le K-espace vectoriel engendré
q
par la famille des réels @, ,...,a9,... : K[a] = {x | x :Z xp aP, gON , xOK} . Il est ad-
p=0
mis que lI'ensemblK[a] est, pour les lois de composition somme et produit, un anneau.

[-2°) Ledegrédea surK estégalal :
Le réela et le corpsK étantdonnés, déntrer I'équivalenceentre les affirmations

suivantes :
i/ le réela appartient &, ii/ le degré dex surKK est égal a 1; iilK[a] est égal K.

I-3°) Danscettequestionle degrédea surK estégala?2 .
a. Préciser la dimension @& a] ; démontrer qué&[a] est un corps.

b. Démontrer qu'il existe uréel k (k>0) appartenant aoorpsK tel que les deux corps
K[a] et K[vk ] soient égaux.

Par définition, dans ce cas () = 2), K[a] est uneextensiomuadratiqguede K.

I-4°) Danscettequestionle degrédea surlK estégalaunentiern> 2 :
a. Démontrer qu'a tout réel x appartenant a I'espace ved@@agkest associé de aniere
unigue un polynéme R de degré inférieur ou égal a n—1 appartekfx el que :
X =R@) .
En déduire une base @respace vectoridk[a] et sa dimension.

b. Démontrer que, pour tout réel x (différent de OJJ&], le polyndme R ainsi associé
est premier avec le polynédme minimay MEn déduire I'existence d'un polyndme U de
K[X] tel que la relation Uf).R() =1 ait lieu.

c. Démontrer que I'annedi[a] est un corps.
d. Démontrer que I'ensembl€[a] est le plugpetit corps adrattanta comme élément,

contenanfK et contenu danR (aO0KJ[a], KOK[a]OR).

Le corpsK est maintenant le corps des rationf@l€Considérons la suite des polynémes
définis, pour tout réel x et pour tout entier naturel n, par les relations :
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Pox) =1, R(X) =2x+ 1 ; Rs+2AX) = 2 X R+2(X) — Ri(X) .

X
Soit @, le polyndme défini par la relation : Q) = Py(3) .

I-5°) PropriétégyénéralesiespolynémesPy :

a.

Déterminer lalegré du polyndme 2 n > 0 ; préciser le coefficient dterme deplus
haut degré et leermeconstantDéterminerles polyndémes : £ P3, P4. Démontrer
gue les coefficients des polyndbmeg 0, sont des entiers relatifs.

Démontrer que leseules racines rationnellpsssibles dypolynéme @ sont les en-
tiers 1 et-1. Exprimer'expression Q:3(x) + x Qy(X) en fonction du polynéme
Qn+1(X). En déduire que les racines rationnelles éventuelles des polyngmest @,
sont les mémes. Préciser les polynbmeguPont une racine rationnelle.

I-6°) Racinedu polynémePy, :

Soit 8 un réeldonné comprisstrictement entre 0 et (0<6<m). Considérons lasuite
(un)n=0 définie par la donnée de at de y et la relation de récurrence :

pour tout entier naturel n, ntb = 2 th+1 CO0H — W, .
Déterminer l'expression du terme génésalella suiteci-dessus effionction desréels

n, 0 et de deux scalairdsetp déterminés pa, up et u.

Utiliser les résultats précédeiptsur exprimer le réel y= Py(co®) en fonction des
réels n eb. En déduire toutes les racines du polynomadRées K, 1<k<n.

i ) o 2n 21 21 o
Démontrer que les trois nombres réels(go3, co{7) et co§g) sontalgébriques

sur@. Déterminer leur polynédme minimal.

21
-7°) Danscettequestionie réela estle nombrealgébriquesur @, cogg~) :

a.

Démontrer que la dimension de l'espace vectfig] est trois efqu'une de ses bases

4n 8mn
est B = (1,a, a?). Donner I'expression dans cette base des césfg™ ), co{g )

Soit f un endomorphisme de I'espace vect@[el] ; supposons que, pour tocuple

de réels x et y appartenan@a], la relation f(x.y) = f(x).f(y) ait lieu.
Déterminer les différentes images possibles des réels daets la bas®. En déduire

gue lI'ensemble de ces endomorphisests pour ldoi de compositiordes endomor-
phismes, un groupe a trois élémentd4, f3. Déterminelles matricesassociées a ces

endomorphismes ff2, f3 dans la bas$.
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I-8°) Exemplede nombredranscendantsur @ :

Soit S un polynédme, appartenar®@pX], de degré re 2, irréductible suff.

a. Démontrer qu'il existe un @t naturel G (différent de O)el que pourtout rationnel
1

sqn'

r:% (Ie couple (p, q) appartien%XN*) il vienne : |S(n%

b. Supposons que le raekoit une racine de S. Déduire du résyitéicédent'existence

d'une constante K, strictement positive, telle que pour tout rationl%l lappartenant

a l'intervalle p—1, a+1], lI'inégalité & —rl= % ait lieu.
n
c. Soit (h)nON la suite des réels définis par la relatiop =t Z 10tK! , n=0.
k=0
Démontrer que la suitenfhoN est convergente ; soit t sa limite. Etablir 'inégalité :

|t — 4| < 2x10-("+1), En déduire que le réel t est transcendar@sur
Seconde partie

Le but de cette partiestd'appliquerles résultats précédemisur caractériser lepoints
du plan qui peuvent étre construits "a la regle et au compas".
Soit P un plaraffine euclidienorienté. Considérons wepére orthonormé Oxy & un
sous-corps du corps des réRls posons :
'K est I'ensemble des points du plan P dont chaque coordonnée appartient &u corps
« I est I'ensemble des droites du plan P qui joignent deux poiils de
« € est I'ensemble dercles du plan P centrés en un poinildest de rayorégal a la
distance de deux points de.

1I-1°) Intersectiordedroitesetde cerclesappartenarad oua € :
Démontrer les résultats suivants :
. Toute droite appartenantd et tout cercle appartenant® admettent au oins une
éguation cartésienne dont les coefficients sont ans
. Le point commun a deux droites sécantedidappartient ak.
. Un point commun a une droite deet a un cercle d€ est soit un point de I'ensemble
‘K, soit un point dont chague coordonnée appartient a une extension quadralque de
Que dire d'un point commun a deux cercle€de
Points et réels constructibles
i/ Soit E un ensemble fini de points du planGansidérons toutes les droites passant par
deux points de E et tous les cercles centrés en un de ces points dégaly@a distance
de deux points quelconques de E. Les points d'intersection de ces drogedest deux
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a deux sont ditsgoints construitsa partir de E a la regleet au compa$ ou brievement

“construits a partir de E".

i/ Considérons deux point O et | du plan P. Un point M du plan Eite&tonstructiblé a
partir des points O et | s'il existe une suite finie de points\j, ..., My = M telle que :
» M soit construit a partir de I'ensemble des deux points O et |,
* M;, 2<i<n, soit construit a partir de I'ensemble {O, 13\, ..., Mi_1}.

iii/ Dans la suite seuls le point O et le point |ldexe Ox sont donnés ; l'abscisse hint |
estégale a 1 ; toupoint M "constructiblea partir des points O et |" est dit brievement

"constructiblé.

iv/ Un réelest dit ‘tonstructiblé s'il estégal al'abscisse d'umpoint constructible de l'axe
Ox ou a I'ordonnée d'un point constructible de I'axe Oy.

[1-2°) Exemples de "points construits” et de "points et réels constructibles”
Démontrer, en justifiant un dessin "effectué a l'aide d'une régle et d'un compas”, les

propriétés suivantes :
a. Soit E un ensemble de trois points A, B, C du plan P ; ces pomitsleux a deux

distincts et ne sont pas alignés. @é@tner que le quatrieme sommet D du parallélo-

gramme ABCD est un "point construit" a partir de I'ensemble E.
En déduire que si A ét sont un point et une droite du plardBnnés, la droitparal-

lele a la droité) passant par A peut étre construite "a la régle et au compas".

b. ¢« Démontrer que le point J symétrique du point | par rapport a O est constructible ainsi
que le point K porté par I'axe Og'ordonnéeégale a 1. llest admis que tout point

dont les coordonnées sont des entiers relatifs, est constructible.
» Soientr et3 deux réelsstrictementpositifs constructibles ; démontrer que tésls

a
o+(B, = eta.p sontconstructibles.

B
 Soita un réel strictement positif constructible ; démontrer’dl;e estconstructible (on
pourra considérer le cercle dont un diametre est le segment joignant le point J au point

A (a, 0).
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Une suite finie K;i)o<i<n, de sous-corps du corps des réels est dite avoir la progigté (

si les deux relations ci-dessous ont lieu :

(P) Q@ =KoOK10OK»> O... Kp,
(P2) Pour tout entier ii<i<n, le corpsK; est une extension quadratique du cdfps.

[1-3°) Une conditionnécessairet suffisantede constructibilité:

a)

b)

Soit M un point constructible ; démontigu'il existeune suite finie Kj)o<i<n, de
sous-corps du corps des réBlsayant la propriété?®) telle que les coordonnées de M
appartiennent au corfis,.

Soit une suite finieKi)o<i<n ayant la propriété?®) ; démontrer par récurrence que
tous les points M du plan dont les coordonnées appartiennent au Kgrsont

constructibles.

[I-4°) Une conditionnécesairede constructibilité:

a.

Soient F, G et H trois sous-corps du corps rdets R tels que les inclusions
FOGOH aientlieu. Faisondes hypotheses : G est un F-espace vectoriel, H un G-

espace vectoriel, leurs dimensions sont finies et respectivement égales aux entiers q et
r. Démontrer que H est uR-espacevectoriel de dimensiorfinie. Préciser sa

dimension.

Considérons une suite finiK{)o<i<n, de sous-corps du corps déegls ayant lgro-
priété @) ; quelle est la dimension d-espace vectorid, ?

En déduireque, si leréela est constructible, le degréod(@) est une puissance de

I'entier 2.

Note historique : Les Grecs furent embarrassés lorsque la Pythie leur demanda un autel deux fois plus

grand dans le temple d'Apollon & Delphes ; la racine cubique de 2 n'est pas constructible !

11-5°) Polygoneséqguliersconstructibles

N Ay s

Considérons les polygones réguliers aatés (3< n < 10) inscrits dans leercle de
centre O et deayon 1. Désignons par 1AAo,..., An leurs sommets. Supposons le
premier sommet A confonduavec le point I.L'abscisse duleuxieme sommet Aest

21
égale a cdsy )
Quels sont, parmi les polygones réguliers a n c6tén(8 10) inscrits dans leercle de
centre O et de rayon 1, ceux qui sont constructibles ?

FIN DU PROBLEME



i/ Dans la suite les point O et | #axe Ox sont donnés ; l'abscisse destégale a 1.
Tout point M ‘tonstructiblea partir des points O et |" est dit brievement
"constructiblé.

b. « Démontrer que le point J symétrique du point | par rapport a O est constructible ainsi
que le point K porté par I'axe Og'ordonnéeégale a 1. llest admis que tout point
dont les coordonnées sont des entiers relatifs, est constructible.
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