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Dans tout le probléme la lettre n désigne un entier strictement supérieur & 1. A toute ma-
trice carrée complexe d’ordre n, d’élémentg, mxi<n, i<j<n, associons le réel ||M|| défini par la
relation :

[IM|| = n.mak |myj| | 1<i<n, Isjsn} .

Il est admis que cette application @itespace vectoriel MC) des matrices carrées
complexes d'ordre n est une norme. L'espace vectoriel norg{€ M| ||), de dimensiorén
est désigné paM. . A cause du choix de la norme et de la dimension fihidenl'espace
Mn(C) les résultats suivants sont admis.

R-1. Cette norme est une norme d'algébre : pour tout couple de matrices M ¢\ de
il vient : [IM.N]|< [IM]].|IN]] .

R-2. Soit (Uy)poN une suite de matrices dd. (les éléments de la matricg Bont notés
Up;ij» 1<in, ij<n) ; pour que la suite de terme générg) pIN, soit convergente dam¥L et de
limite une matrice donnée U =iy il faut et il suffit que chaque suite complexg:{}oN
soit convergente et de limitg.u

R-3. Soit X : t—X(t) une application d'un intervalle ouvert | BedansM.. Désignons
les éléements de la matrice X(t) paj(t}, 1<i<n, isj<n. Pour que la fonctior# X(t) soit une
application continiment dérivable de | dal, il faut et il suffit que les Afonctions, de |
dansC, xjj : t—x;(t) soient continGment dérivables.

R-4. Soient f : &2 f(t) une fonction complexe définie dans un intervalle ouvert Rge
X t—X(t) et Y : =2 Y(t) deux applications de | dantL. Si les trois fonctions f, X et Y sont
continlment dérivables, les fonctions f.X€(t). X(t) et X.Y : t— X(t).Y(t) sont continGment
dérivables de | danM.. Les dérivées sont données par la formule de Leibnitz.
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Le probléeme est consacré a la recherche de solutions d’équations différentielles matri-
cielles. Chaque équation différentielle considérée est définie par les éléments suivants :

* un intervalle ouvert | auquel appartient le réel 0.

« une aplication f continue d& xI dansM : (M, t)—f(M, t).

 une matrice ¥ de M..
Une solution #= X(t) est une application, continlment dérivable d’un intervalle J, contenu
dans |, voisinage de 0, daiM vérifiant les relations :

d
%pour tout t de l'intervalle Jgg X(t) = f(X(t), t) ,
EX(0) =Xo .
Il est admis que, pour les fonctions f considérées dans la sutte Xgt)tet t— Y/(t) sont

deux solutions de I'équation différentieE) définies dans un méme intervalle J, contenu
dans I, voisinage de 0, ces deux solutions sont égales.

(E)

Premiére partie.

L'objet de cette partie est de résoudre des équations différentielles matricielles homo-
genes en recherchant une solution qui soit la somme d’une série entiere.

[-1°) Dérivabilité de la somme d'une série entiere de matrices
Soit a un reel strictement positif et{yoN une suite de matrices ; supposons que, pour
tout reel t appartenant a l'intervalle ]-a , al, la série de terme géPéygl fON, soit

convergente dan®t et de somme S(t) : S(t) {tp Ap.

p=0
Demontrer que chaque elémep(ts de la matrice S(t) est la somme d’'une série entiere
de rayon de convergence au moins égal au réel a. En déduire que la fer@ighde
]-a, a[ dansM. est dérivable ; préciser sa dérivée.

[-2°) Résolution d'une équation différentielle homogéne
L’objet de cette question est de montrer que si P, @yeioXt trois matrices données de
M, il existe une suite de matricesplfin de M telle que la fonction-* X(t) définie

par la relation : X(1) =Z RA,.
p=0
soit I'unique solution de I'équation différentielle
. d
%pour tout t réel gy X(t) = P.X(1).Q ,

(Hy)
BX(0) = Xo .
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a.  Soit S(t) la somme d'une série de terme genéiy, pON, convergente lorsque le
0]

réel t appartient & un intervalle [-a , a] (a > 0) ; S(th=P Bg. Démontrer que si la
p=0

somme S(t) de cette série vérifie pour tout réel t de l'intervalle [-a, a] les équations :
gf S(t) = P.S(1).Q , S(0) =X les matrices B pON, sont définies de maniére unique
en fonction des matrices P, Q eg.XDonner, pour tout entier naturel p, I'expression
de la matrice Ben fonction des matrices P, Q &f.0éduire des résultats précedents
linégalité :

ol <57 IIPR 11QR 1%l

Quel est le rayon de convergence R de la série entiére de terme g§fEyaldiON ?

b. Déduire de ces résultats I'existence d'une fonoti®K(t), somme d'une série de ma-
trices de terme génér&lAp, pON, unique solution, de I'équation différentielle fH

c. Démontrer que la solutiortX(t) obtenue vérifie pour tout réel t, l'inégalité :

IX@I1= [Xoll &t IPIHIQ

d. Démontrer I'égalité entre les deux solutionsX(t) et t— Y(t) des équationsH3)
lorsque le triplet de matrices (P, Qg)X/aut respectivement (Ag,l1n) et (h, A, In) ;
A est une matrice donnég,la matrice unité.

Désignons partexp(tA) ou t=etA |a solution commune aux équations dans ces deux cas.

[-3°) Un exemple
Dans cette question I'entier n est égal a 2 ; étant donnés les deux nombres complexes a

et b, différents de 0, soient A et B les deux matrices :
A= 0 0g B = [0 bg
B °Th o
Calculer les matrices A B2, AB et BA. Déterminer les matrice¥e &B et é(A+B) en

fonction du réel t et des matrices A et B. Comparer le produit de matricé8.edB a
la matrice BA+B). Vérifier la relation :

(A €B) = dA (A+B).cB,

I-4°) Propriétés de la fonctiom—etP.
a. Soient A et B deux matrices quelconques de I'esfpcedéterminer la dérivée de la
fonction = ¢e!A.&B en fonction des matrice¥eA+B et éB,
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b. Soit f une fonction réelle continlment dérivable définie sur un intervalldd deA
une matrice deM . Démontrer que la fonction de | dafd : t—exp(f(t).A) est
contindment dérivable. Préciser sa dérivée.

[-5°) Une expression de exp(A+B) lorsque les matrices A et B ne commutent pas
Dans cette question, A et B sont deux matriceddejui commutent avec la matrice C
définie par larelation: C =AB-B.A.
a. Démontrer, pour tout entier p supérieur ou égal a 1, la relation :
(A +B).AP=AP+1_p AP-1C + APB .

b.  Soit X la fonction ddR dansM définie par la relation :
1
X(t) = exp(t.A).exp( t2.C).exp(t.B).

d
Déterminer la matrice M telle que la relatigp X(t) = M.X(t) ait lieu.
c. En déduire une expression de la matrice exp(A+B) a l'aide des matrices exp(A),
1
exp(=5 C) et exp(B).

d. Exemple: Soientx,y, z, X, y' et z’ des réels ; soient A et B les deux matrices :
™ X yO D XO yg]

THeod TTHo W

Calculer les matrices A.B et B.A ; établir que les matrices A et B commutent avec la
matrice C = A.B — B.A . Il sera admis que les matricés A2.B, A.B2, B3 sont
nulles. Calculer, en fonction des matrices A, B, A.B, B.A et B, les matrices4,

1 e ; :
eB, eAB et exp(5 C). Vérifier le résultat obtenu ci-dessus.

[-6°) Propriétés de la fonction=# expA :
Soit A une matrice dé\ ; il est admis que la matrice exp(A) est inversible, d'inverse
exp(—A) et que la matrice transposée de exp(A) esttaxpEtablir que, si g est une
fonction complexe définie sur un intervalle | continGment dérivable, la fonction de |
dansM : t—exp(g(t).A) est continiment dérivable. Préciser sa dérivée.

I-7°) Application.
Soient A, B et X trois matrices données dd. ; déterminer la solution de I'équation

différentielle :
d
%pour tout t réel g X(t) = A.X(t) + X(1).B ,
EX(0) =Xo .

On pourra considérer la fonction Y déduite de X par la relation : Y (tV4t).e B,

(H2)
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Seconde partie

L'objet de cette partie est la résolution d’équations différentielles du type suivant :

d
at XO = (X — A).M(®).(X®) - B) ; X(0) = Xo.

[1-1°) Dérivée de la fonctiot— X(t)-1:

a.

Soit = X(t) une fonction continment dérivable d’un intervalle | de la droite réelle
dansM.. Ces matrices X(t) sont supposées inversibles. Soit Y(t) la matrice inverse
X(t)~1. Démontrer que la fonctiomtY(t) est contindment dérivable ; préciser la dé-

rivée gi Y(t) en fonction de X(t) et de sa dériv%eX(t).

Soit = C(t) une application continue d’'un intervalle | ouvertiRlevoisinage de 0,
dans I'espacé¥l ; démontrer I'existence et I'unicité d’une fonctiorr X(t) contind-
ment dérivable de | danMt vérifiant les relations :

pour tout réel t de I,% X)) =C() ; X(0)=}.
En déduire qu’il existe un intervalle ouvert J voisinage de 0 dans lequel la matrice
X(t) est inversible. Préciser ce résultat, lorsque la matrice C(t) est égale a une matrice
D constante (indépendante du réel t).

[1-2°) Résolution d'une équation différentielle non-linéaire

(F1)

Soit t— C(t) une application continue d’un intervalle ouvert IIRievoisinage de 0, dans
I'espaceM. et Xp une matrice déM. . L’objet de cette question est de rechercher une

fonction t— X(t) continment dérivable d’un intervalle ouvert J, voisinage de 0, contenu
dans I, dang¥t solution de I'équation différentielle :

%pour tout t réel de &X(t) = X(1).C(1).X(1) ,
BX(0) = Xo .

Soit Y une fonction inconnue telle que :  X(t) & X(®)~1, Y(0) = |.
Déterminer une équation différentielle)Gelle que si cette fonction Y est solution
de (Q), la fonction X : &= X(t) soit solution de I'équation

Démontrer qu'il existe une et une seule solution de I'équatidnd@finie dans un
intervalle ouvert J, voisinage de 0, contenu dans |I.
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[1-3°) Généralisation et exemples

a.

(F2)

Soient A, B, C et ¥quatre matrices de I'espadd. . Le but de cette question est de
rechercher une fonctiortX(t) continlment dérivable d’un intervalle ouvert I, voi-
sinage de 0, dan8t solution de I'équation différentielle :

a ‘el de
Cpour tout t réel de g X(t) = (X(t) — A).C(X(t) - B),
EX(0) =Xo .
Démontrer I'existence et l'unicité d’une solution de cette équation différentielle en

introduisant la fonction inconnue Y définie par la relation :
X(t) = A + Y(t).eC(A-B) |

Expliciter la solution obtenue lorsque les deux matrices A et B sont égales : A = B.
Préceer l'intervalle J de définition de la solution en fonction des valeurs propres
d'une matrice.

Résoudre, lorsque I'entier n est égal a 2, I'équation différentielle
d 0 0
g X =X®2+12 ; X(0)= A H

Expliciter X(t), préciser son intervalle de définition sachant que a est un réel quel-
conque.

FIN DU PROBLEME



