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Epreuve d'analyse : transformation de Laplace
Solution par A. Driouiche

Premiere partie :

1.1.1.

a) f, =U@®é ,alR

+ f; estcausale , continue par morceauxRsurar continue suf-o,0[ et sur]0,+eo | et Jim f,©)=1 , lim f¢)=0 .

* t — e®" estintégrable suf0+eo[ si et seulement sia - x <0 doncE , I(f,) = |aseo| eta(fy)=a.

b)yfLb=Ut & , c=a+ib
* f, estcausale, continue par morceauxRur

= @ donc ti f, (t) € estintégrable sui0,+eo| si et seulementsi a-x <0 d'QilfE,

I(f) =]ateo[ et o (f,) =a
Ofs=U@®et, aO ]0,+oo[

f3 est causale , continue Rircar continue suR. et surRE et limfz;(t)et imfz;(t)=0=% (0)
t- 0 0

—

a1ig -xt

e six>0 onat®e™=0 H_E quand t- +o donc t- fy(t)e™™ estintégrable SL{rO,+oo[ .

«sixs0t* €2 f [Ot>0 donc t> f & estintégrable sy@+eo[ d'ott §0E, I(f;) = |04eo[ eto(f3) =0.

0, 0= U3

. f, est causale , continue Sircar continue suf-e,0[ et sur |04+e[ et lim f,¢)= lim f,¢)=0=f,(0) .
t-0 t-0"

e nig - .
=0 Bquand t- +oodonc t— f() € estintégrable sy +oo] .

2
sm t sir12t (k) 5|r12t
t J'[O,nn] t Z .I a

n L1 o sin’t
sir tdt=— I sirf tdt Z = or lim =T on dedU|tquet»—>T est non
0 -

n- +oo

* pour x>0 |f4(t) e

<

* pour x<0, soitt> Oon|fa4(t) e

>
I;) (k+D) 7t Jkn
intégrable suf0,+eo|[ et par suite > f( )t € est non intégrable SLﬁf),+oo[ d'ou
f,0E , I(f,)=]|04] , af,)=0

fo(t) = umim .

fs est causale , continue par morceauxRsurcar continue sgre,0[ et sur|04eo[et lim fst)=1, lim f5¢)=0.
t—>0* t—>0"

—Xt
e pour t>0 |f5(t) e < e . 0 %tizlj quand > +o .
sin -2 22
* pourtsQett> O|f5(t) e | " | > Slrt] t commet+— sin” t non intégrable su['0,+oo[ alors f5 OE
I(fs) = |0t , 0(fs) =0 .
1.1.2.
0sit<l

alors fOE (f):[0,+oo[ ,o(f)=0 .

a) Soit f définie parf(t)Eti2 sit>1

b) Soit f définie parf(t) = U(t) e'? alors fOE et I(f)y =¢ car pour XOR et pour t assez grariﬂ(t)e"‘t >

-l

0in
2

c) Soit f définie par Y= @Y €2 alors fOE, I(f)=R car |f(t)e‘Xt

Remarque : Un candidat a présenté les exemples suivants :
(1= 0o si t<1
THE(yr sit21
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0 si t<O
ad_ 1 Giso que pensez-vous ?
HE(D)! +1
1.2.1.

« pour x>0 |f(t)e"xt

sMe™ =O§ti2§ quand >+ donc t— ) € estintégrable syi0 +eo] .

« pour x<0 |f(t)e"xt 2|f(t) Ot=t=0 commet —f(t) est non intégrable s§0.+eo[ doncI(f)=]0+e0 | .
1.2.2.

e pourx=0 0t=0 |f(t)e'Xt

<|f(t) comme t> {} estintégrable sfiD+e[ alors t— f() € estintégrable

suf0+eo[ et par suitd 0,+e0[ O I(f) .

) =ti2 quand >+ alors t— () estintégrable sui0,+eo[ donc[0+eo| O I(f) .

_ e—xt e—xt 1 —Xt
« pourx<O0 ft)e™ =—— quand >+ donc pour t assez graré—=—= et doncti—
t t

Jt t?
[14eo[ et par suite # ()X @ non intégrable suf0,+eo[ donc I(f) = 0.+
1.2.3.

non intégrable sur

sit<1

e Soit f définie parf (t) = % sit> 1
E? =

alors t> 1) est non intégrable sfi0+eo[ et t—> (1) estintégrable sy +eo| .

* Soitf telle quet> f(t) soit intégrable suf0.+eo] .

-pour x>0 on aff(t)e™

s%(|f(t)|2 +e‘2’“) gt=0 commet|—>|f(t)|2 et t—> 62X sont intégrables SL[|0,+oo[

alors t> (9 €2* est intégrable sUi0,+eo | et par suite]0.+eo| DI I(f) .
-pourx<0 Ot=0 |f t)e™

>|f(t) comme t> {} estnon intégrable syo,+eo[ alors t— (9 €* estnon
intégrable suf0,+eo[ donc I(f) =]0,+eo] .
1.3.1.

Six 0 1(f) alors t> f(t) €' intégrable suf0,+e[ soit x=x, alors 0t 0 |f(t)e'xt donc

< |f(t) gt

t>f(t)e™ intégrable suf0+eo[ d'ou xO () .
1.3.2. On en déduit
I(f)=[a(f),+oofsiaf )OI )

I(f)=]o@),+ [ siof )l §)

1.4.1.
. pourxD]a,+ °°[ ;o lim J'X da9t dt=L doncI fit)e™ dt:L )
x>+ JO X—-a [0,+eo] X—a
y _ 1 _ 1

e pour xOla+[ ;  lim gt di=—= donc f, @)e X dt=—— .

p ] 00[ Yot IO X—C JiO’er[ 2 (t) —c
_ _ 1 _

* pour x>0 fa(t) e dt= " eX dt= u" eV du(u=E x

p I[o,m[ 3(t) I[o,m[ e I[o,m[ (=X

1 n!
_F M(n+1)—w.

u(t) et cose™ dt+ i I

[ov]

R toain taXE FRt
pour x> a I[o u(t) &' sinte dtf[o’m[ ) & dt

oo
_ 1 _ x-a)+i
X = (a+i) (x—a)2+1

donc les transformées de Lagh de t> ()t ¥ sin tet t—» ) & cost

X—a

sont , respectivement , définies patt> ———— et X»———— .
x-a°+1 x-a°+1
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1.4.2. D'aprés ce qui précéde la transformée de Laplace-de(t) "u ' test définie par :

(xa T n! 1 1 1 L,
X - t" e dt=———— . G, (X) = = - — en itérant on trouve
[0.4ed (x+1)" x(1+ x)" x(L+x)" (x+1)
.=t t 1
n -2 T PN
X x+1 (x+"

1 .
* x> — estlatransformée de Laplacede>t()u t
X

1 ) ut)tk et .
e [OkON X +— ———— est la transformée de Laplace des ———— alors la fonction

(X +1)k+l k !

Nk
t>g, ()= u(t) (1- e* Z % admet pour transformée de Lapé X - G, (x) définie sur|0,+eo] .
=

Deuxiéme partie
I.1. Il est clair que f, est continue ou continue par morceauxBsurf, est causale car pourt<0 ona t-a<O0etdoncf

_ . . Y —Xot _r _ —Xot y-a =X o(U+a)
() =0 soitxy OI(f) soit y>a J'O futt)e dt—I0 f(t-a) e dt='rO {y é du

=g %o on_a [f(w) €Y au.

puisque u— € ) &°! estintégrable SL{rO,+oo[ alors t— f(9 €% l'est aussi et dong, OI(f,) et par suitef, OE

soit X(ORet y>a on aj'y fot)e™ dt donc dire que #> )t €' intégrable sur
0

dt= %@ on_a |1y e

[0+eo[ équivaut a £ ) & intégrable suf0+eo[ d'ou I(f) = I(f,) et par suiteo(f) = o(f,) d'autre part
J';/ fo ) e™ dt= e Ig_a f(y € dudonc la transformée de Lagk de f est définie parx— e HX) .
1.2.1. Soit xOR , soit (6, AOR? ona t> {) et t> &< sontC sur [s,A] donc une intégration par partie

donneJ’

o]

fr)e™ dtz[f(A) e A - f(e) e‘XS] + X J’[E'A] f(t) € dt or d'aprés les hypothéses les fonctions
t>f'(t) et t— f(t) admettent chacune une limite a droite en o d'ou en faisant tewere o0 on obtient :

IOA ft) e o|t=[f(A)e‘XA —f(o+)]+ xf: f(t) e dt (*)

11.2.2.

Soitx>Max 6 f)o @) t—f(t)e™ et t— f() €™ sontintégrables sL(D,+oo[ alors la relation ( *) permet
daffirmer que A> { A &* admetune limite lene . Sil# 0alors {) € = Iquand t> + et par suite
ts f'(t)e™ et t> f(t)e™ sontintégrables sUb,+eo[ . Alors larelation (*) permet d'affirmer que

A f(Ae™ admet une limité en +oo . Si | #0 , alors f(t)e™ =1 quandt — +oo et par suitet — f(t)e™
est non intégrable SL[O,+00[. Ceci est absurde , donlc=0.
En faisant tendré vers+o |, il vient G(x) = x.F(x) - f(0,) .
11.3.1.
d¢

Les applicationsg,, : [n,n+1]x |o(f),+w[i>C | (t,%) — ¢,(t,x) = f(t)e™ et d—;(t,x) =-t.f(t).e™ sont

continues , dondJ,, :]a(f),+oo[|—> C, x— I:ﬂ f(t)e™.dt estde class€' et

Ox 0o (), 40U, (x) = - J’:+lt. f(t)e™ dt
11.3.2.

o(f)<b<a: soient x=a et t=0; on a|t.f e <t/ f)e™ =|f ) e ek

1/a-b

Dddﬂ{aﬁoo[ Ox D[0,+oo[
1
-be

(a-b)t
te 1

— =k
(a-be

|tf(t)e‘xt

—bt
“a HOE

Inft




11.3.3. Soit x2a ona|U,(x) < J'n+1 |tf(t)e"‘t dt
n

<K J’M FO)e™ dt=KV, .
n

La série de terme généraj, ¥st convergente cap, = ZV,( = ﬂ f (t).e'bt‘.dt - J'[O +w[| f (t).e‘b‘|.dt (b>a(f)).
£ ,

n- +oo
donc la sériez tJ converge normalement sfa oo .
e Ona -OnON U, estC!surlo(f),+oof .
- La sérii Uconverge simplement sujo(f) +eo| de somme F .

- La sériez ‘I converge uniformément snpa,+oo[ ((Da>o(f)) doncfest& sur]o(f) ,+oo[

et pour tout 1 ]c(f),+oo[ F(x) = :i U, (X):Jim : —tf@)e™ dt.
n=0 e

11.4.1. Soit A> 0 , f continue ou continue par morceaux[€yA| donc f est bornée suf0,A], OM >0 Ot 0 [0,A]

A
&t da=M gou lim [ () €® di=0 .
X

X — +oo

A A
HOELY donc“’ ft)e™ d*s MI e dis M
0 0 [0.4e

11.4.2. Soit aD]o(f) ,+oo[ , afixé , soitx>a

—xt < -at| o(@0t 4t < a(@=0A +oo —at
oy FOE™ A<, |FOE™| drs % [ [F (067 o
+00
comme lim e€®X¥A=0 alors lim f(t) e dEo .
X - +00 X — +oo A
11.4.3. On déduit lim F(x)=0.
X — +00
I1.L5.1. Lesf, sontcausales donc poutdR OnON f (T-n)=0 .La sériez €11 f, t(—n )converse simplement
n=0
O
- 0 si t<O
surR de somme (f)t=[] fo(0) si=0
CE()

Oy (-p"ft-n)sit>0

donc on peut définir une fonction f sBr par f(t) = z (-D" f, t —n) . Montrons que f est continue sBr , C'sur

n=0
E(A)
J0steo[ . Soit A > 0 alors pour tout O]~ A[ f(t) = z (=" f, (t =n) donc sur]-eo,A[ f est somme finie
n=0

d'applications continue streo, A[ , C* sur]0,A[ d'ou f est continue suf-eo, A , C* sur]0,A[ et cecipour tout

A >0 donc on déduit que f est continue Bur C* sur ]0,+oo[ .

+o00 E(A)
11.5.2. Soitx>0pourt J[0,A] ona Z f(=n &= Z f(e n e
n=0 n=0

A - =Xt E(A) A =nt A Xt A
donc Io Z f(t-n & de z Io f(=n " dt On>EA) Io f(t-n) e dt=0 ( causalité de,f)
n=0 n=0
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A +00 +00 A
doncJ’0 Z f,t-n)e™ dt= Z J’O f,(t-n ™ dt.
n=0 n=0

Montrons que f1E .
e onafcausale, f continue dr

. Soit x>0 ,s0it A>0f |f(t)e‘Xt dt< [ g fot-n)e™ dt:ic b (t-r) e™ dt
’ 'IO - IO n=0 ) n=0 'IO )

A
or d'aprédl-1 ti-f, (t—n) €™ estintégrable suf0,+eo | etJ’0 f (t-n) e di= &" K ¥

A A
donc OA >0 “’0 f,t-n)e™ dt‘ = Io fo(t-n) €™ dt

< J’O+°° fo(t-n) e dt= 6" E(y .

A
Comme z é™ E( x converge alors'r0 |f(t) e dt est bornée sur

n=0

[O/te[ etparsuite #> ()t & estintégrable sy +eo| .

dt < ic ™ E(x) donc Ars [ |f(t)e_X‘
B n=0 " 'IO

11.5.3.
+00 +oo
* Ona J’A f,t-n)e™ d{s e™ E( ¥ donclasérie A z J'A F( & n & dconverge normalement donc
n=20
uniformément sur]O+eo[ de plus OnON Jlim _]’:n f (t—-n)e*dt=0 donc le théoréme dinterversion des

+00 oo

+oo +00
limites donne lim f, (t-n)e™ dt= lim f,(t-n € dt=0.

A - +o0 = A - +oo
* Montrons que la transformée de Laplace de fet F.
+00 +00
Soit x>0 alors F (X) =J' (Ht & diI D" . t)n& dt
0 0
+00

Soit A>0 z D"R(x)e™ = Z"’ =" J’:c f, (t—-n) eX dt
n=0 =0

+

= 5': (D" f, (t-n)e™ dt+J’ “ (D" £ (t-n) e™ dE

+
n=0 A

8

A A
puisque 2 (—1?‘[0 f, (-n)™dt et 2 (—17IA f ¢t n)é™ dt sont convergentes car leurs termes sont

n=20 n=20

" —x _q\n TNX — _q\Nn oo _ T tx - _a\n oo _ SXxt
majorés par f x €* donc Z ()" F,(x) e Z (-1 J’O £ (t-n € dt+Z (-1 J’A f(t-n & dt
n=0 n=0 n=0

+0o A A +00
ona D" [ f.t-n)eXdt= -)" f(t-n) e dt (causalité des,f
r;()'[O n(t=n) IO;(Dn( ) ( sf)

+00 A +o0 oo
donc § D" Ry e™ = [ f()e*d+y (D" [ (=1 &% dt
r;) -IO HZO IA
x O I(f) alors A Iirp I: f¢)e‘tX dt= F(x) et

Foo +00 +00
lim -pn f t-ne® dt = lim f(t-1 e% d=0
r; (-3 IA n(t=n) R h(t=1

A S +oo A o +oo

+00

donc pour x > 0 F(x) :z ()" F,(x) €™
n=0

Troisieme partie :

1.1.1.
a) La propriété est vraie pour n = 0 carefff, sont causales . Supposons la vraie pour n et montrons qu'elle I'est aussi pour
n+1.



« fy () =%(n) car { eth sontcontinues s\ et égales suf-co,
* sur|n,n+1 fro@)+f,t)+f,¢ —)=1

flot) +fot) +fott —1)=1
mais t - 1|]]n— 1,n[ donc f (t-1) =% (t-1) et par suite fet £, est une solution de I'équation différentielle y'+y =0
sur|n,n+1[ donc (f -f,) (1)=Ke' OtO ]n,n-1[ orf -f, estcontinue stR et (f -f,) (n) =0donc K =0
etdonc f =f, sur]-eo,n+1[ .

b) Soit fsolution alors f(f)=0sit<Oetf () +f{®)+f(t-1)=1
si tO ]0,1[ ona f (t) +f(t)=1doncf(t)=K'e+ 1. La causalité et la continuité de f donne f(0)=0=K+1.

Ainsi pour t0 [01] f(t)=1-¢ . SitD ]1,2[ alors f () +f(t) = &) . La méthode de la variation de la constante ,
la continuité de f et f (1) = 1 “'edonne f(t)=td ") -¢e' Ot0 |12 .
Sit0]2,3 alorsf () +f(®)=1-(t-1)¢ 2 +e*"*) un raisonnement analogue donne :

2 _~(t-2)
f(t):l_teT+t et _ g (-2, ¢ g9 _ gt

¢) Il suffit d’examiner les dérivées en 1 et 2 car les expressions de f sur les divers intervalles , ont été déterminées en utilis
la continuité de f en 0, 1, 2. En dérivant les expressions de f sur chacun des in}ér].{allélz[ et ]2,3[ et en passant

ala limite il vient t, (1) = el= fo o 13 (2= gl-2 &'+ &= % (2.

11.1.2.

a) [f(t) €™ =|-f(t) - f,t) + U®)| e <|f (1) & +|fy (0] € + (Y € o & () =F(t-1).

On sait quea(f)=o(f;)=0, ocu)=1.

pour x>0 t () & , & () & et &> Q) & sontintégrables su0+eo| donc t— f() € Iest
aussio(g)<0 .

b) Soit xD]O,+oo[ on a daprédl.l. etll22. xF(X)-f(G)+F (X)+& f(x)= % en utilisant la causalité et la

I 1
continuité de fon trouve : (x+ 1 ¥ F (x) =— .
X

1 1 1 1 g™
C) Ona F(x)= . . C >0, 0<—<1 lors F(x) = -n" :
) Ona F () X(x +1) 1+ 1 omme X (x+1) ¢ alors F () = (X+1)nZO( ) (x+1t
(x+1) €&
o - ()" e ™
Ainsi F (x) = -
2

5 X (x+D)M :Zo (VG

g noikOd
d)* Onsait que x> G( x €% estla transformée de Laplacetie> g, (t-1) ol ¢, ()= L(t)@l— e"tz lt(—g
=0
* La serlez €1)G, &)e™ estabsolument convergen%wl)” G,(x) €™|= od 12% (pour x >0 fixé) .
n

n
e On g,estestcontinue, positive ( pourt>0 onel Z k—IT <etld=1).

* t g, (1) = U(t) (1- €") contindment dérivable sy0+e
+00
* On=21 g, estcontindment dérivable ser donc d'apréd.5. on déduit quet > g(t) = Z (-D" g, (t— n)est
n=0
+00
définie , continue suR , contindment dérivable SL]O +oo[ etque gJEetx— Z (-D" G,(x) €™ est la transformée
n=0
de Laplacalonc g=f .
Vérification : pour 0<t<1 g(t)=,@t)=1-¢'
pour 1<t<2 g s@)-q t-1)=tel'-1).g!
je vous laisse le soin de continuer la vérification .

I11.2.1. Soit x>0 , soit A>0 une intégration par partie donne :
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A A A _
I te® f() d= A& T(A—J’ a1-xx & %} dt
0 0
Une nouvelle intégration par partie donne :
A S Xt SXA A SXA A Xt
J’ te f() d= Aé T(A+J’ (xA-1) & (A+1J' (xt=2% & {) dt
0 0 0

or lim Ae™ f(A)=0 et A|im (xA-1) e f(A)=0 car t> t& (Y et t>teX et s> e {9
— too

A - +oo

sont intégrables st0,+e0[ voir Il donc on tire'[:o tet () dt= 1+I0+0o (% t2x & (@t dt
2=R(x)- 2 X F (X)
d'une maniére analogue on obtier.]g?o "(F Te =atl+ I;; () fthe =dll+ (XNF x
de larelation tf' () +2f () +xf()=0ontire: 12K(X)-2XF(X)+2x-2-F(X)=0
clest-a-dire (%+1) F(x) + 1 =0 donne F est solution , §0reo | ,de I'équation différentielle (L) (x 1) y' +1=0..
Les solutions de (L) sont de la formerx ( y=x fae ( ) .K

11.2.2.
* Onapourx>0F (x)=-Aretan x+K , daphe$.3. lim F(x)=0 donc K :g .

X — +oo

* Trouvons une fonction f dont la transformée de aeplF vérifie F =y

1 . .
or x> ——— est la transformée de Laplace de>t ( )Wsih  or pour x >o(f) ona:

ona Yy (x)= i

+x2

+00 i
F‘(x):I0 tf(t) €7 dt alors f(t)=U(t)%nt:f5(t) convient .
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