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Epreuve d'analyse : transformation de Laplace
                                                                Solution par A. Driouiche

Première partie :
I.1.1.
a)  f1  (t) = U (t) eat  , a ∈ R
• f1  est causale , continue par morceaux sur R  car continue sur ] [−∞,0 et sur ] [0,+∞ et  lim ( ) , lim ( )

t t
f t f t

→ →+ −
= =

0
1

0
1 0  .

• t → e 
(a-x) t  est intégrable sur  ] [0,+∞  si et seulement si a - x < 0 donc  f1 ∈E  , I(f1 ) = ] [a,+∞  et σ (f1 ) = a .

b) f2 (t) = U(t) ect  ,   c = a + ib
•   f2  est causale , continue par morceaux sur  R

• f t e ext a x t
2( ) ( )= − donc t �  f2 (t) e

-xt  est intégrable sur [ [0,+∞  si et seulement si  a - x < 0  d'où f2 ∈ E ,

     I(f2) = ] [a,+∞  et  σ (f2 ) = a .

c) f3 (t) = U (t) tα   ,   α ∈ ] [0,+∞

f3  est causale , continue sur R  car continue sur 
*

−R  et sur ∗
+R  et lim

t→ +0
f3 (t) et lim

t→ −0
f3 (t) = 0 = f3  (0)

•  si x > 0  on a t e
t

xtα − = 





0
1
2

 quand t → + ∞  donc  t → f t e xt
3( ) −  est intégrable sur [ [0,+∞  .

•  si x ≤ 0 t e t txtα α− ≥ ∀ > 0   donc t t ext
�

α −   est intégrable sur] [0,+∞  d'où  f3 ∈ E , I(f3  ) = ] [0,+∞  et σ (f3 ) = 0 .

d) f4  (t) = U(t) 
sin2 t

t

• f4  est causale , continue sur R car continue sur ] [−∞,0  et sur  ] [0,+∞  et lim ( ) lim ( ) ( )
t t

f t f t f
→ →− +

= = =
0

4
0

4 40 0  .

• pour  x > 0   f t e
e

t t
xt

xt

4 2
0

1
( ) −

−
≤ = 





 quand  t → + ∞ donc t f t e xt
� 4( ) −  est intégrable sur [ [0,+∞  .

• pour  x < 0 , soit t > 0 on a
[ ]

f t e
t

t

t

t
dt

t

t
dtxt

k

k

k

n

n
4

2 2 21

0

1

0
( )

sin sin sin( )

,

− +

=

−

≥ = ∫∑∫ ππ

   ≥
+

=
+

=

−

=
∫∑ ∑∫1

1

1 12
1

0

1
2

1
0( )

sin sin .
( )

k
t dt t dt

kk

k

k

n

k

n

π ππ

π π
 or lim

n
k

n

k→+∞
=

= +∞∑ 1

1

 , on déduit que t
t

t
�

sin2

  est non

intégrable sur [ [0,+∞  et par suite t f t ext
� 4( ) −  est non intégrable sur [ [0,+∞   d’où

] [f E I f f4 4 40 0∈ = +∞ =, ( ) , , ( )σ

f t U t
t

t5( ) ( )
sin

=  .

f5  est causale , continue par morceaux sur R  , car continue sur] [−∞,0  et sur ] [0,+∞ et lim ( ) , lim ( )
t t

f t f t
� �0

5
0

51 0
+ −

= =  .

•  pour  t > 0  f t e
e

t t
xt

xt

5 2
0

1
( ) −

−
≤ = 





 quand t� +∞ .

•  pour t ≤ 0 et t > 0 f t e
t

t

t

t
xt

5

2

( )
sin sin− ≥ ≥   comme t

t

t
�

sin2

 non intégrable sur [ [0,+∞  alors f E5 ∈

    I f( )5 = ] [0,+∞   ,   σ ( )f5 0=  .

I.1.2.

a)  Soit f définie par  f t
si t

t
si t

( )
0 1
1

1
2

<

≥






 alors f E I f∈ =, ( ) [ [0,+∞   , σ ( )f = 0  .

b)  Soit f définie par f t U t et( ) ( )= 2  alors  f ∈ E  et  I(f) = φ  car pour  x ∈R et pour t assez grand f t e
t

xt( ) − ≥
1

 .

c)  Soit f définie par f t U t et( ) ( )= − 2    alors  =∈ )(, fIEf R  car  f t e
t

xt( ) − 





0
1
2

 quand t� +∞  .

Remarque :  Un candidat a présenté les exemples suivants :

                    f t
si t

E t si t
( )

( )!
=

<
≥





0 1

1
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                    g t
si t

E t
si t( )

( )!

0 0
1

1
0

<

+
≥






            que pensez-vous ?

I.2.1.

•  pour  x > 0  f t e M e
t

xt xt( ) − −≤ = 





0
1
2

 quand t� +∞  donc  t f t ext
� ( ) −  est intégrable sur [ [0,+∞  .

•  pour  x ≤ 0  f t e f t t txt( ) ( )− ≥ ∀ ≥ ≥ 0  comme t f t� ( )  est non intégrable sur [ [0,+∞  donc ] [I f( ) ,= +∞0  .

I.2.2.
•  pour x ≥ 0 ∀ ≥t 0 f t e f txt( ) ( )− ≤   comme t f t� ( )  est intégrable sur[ [0,+∞  alors t f t e xt

� ( ) −    est intégrable

    sur[ [0,+∞  et par suite [ [0,+∞  ⊂  I(f) .

•  f(t) ≈ 1
2t

 quand  t� +∞  alors t f t� ( )  est intégrable sur [ [0,+∞  donc [ [0,+∞  ⊂  I(f) .

•  pour x < 0  f t e
e

t
xt

xt

( ) −
−

≈
2

 quand  t� +∞  donc pour t assez grand 
e

t t

xt−
≥

2

1
 et donc t

e

t

xt

�

−

2
 non intégrable sur

    [ [1,+∞  et par suite t f t ext
� ( ) −   non intégrable sur [ [0,+∞  donc I(f) =[ [0,+∞

I.2.3.

•  Soit f  définie par f t
si t

t
si t

( ) =
<

≥







0 1
1

1

    alors t f t� ( )  est non intégrable sur [ [0,+∞  et  t f t�
2( )  est intégrable sur [ [0,+∞  .

•  Soit f  telle que  t f t�
2( )  soit  intégrable sur [ [0,+∞  .

 - pour x > 0 on a : ( )f t e f t e txt xt( ) ( )− −≤ + ∀ ≥
1

2
0

2 2  comme t f t� ( )
2
  et t e xt

�
−2  sont intégrables sur [ [0,+∞

   alors t f t e xt
� ( ) −2   est intégrable sur [ [0,+∞  et par suite  ] [0,+∞  ⊂ I(f) .

 - pour x ≤ 0  ∀ ≥ ≥−t f t e f txt0 ( ) ( )   comme t f t� ( )  est non intégrable sur [ [0,+∞  alors t f t e xt
� ( ) −  est non

   intégrable sur [ [0,+∞  donc I(f) = ] [0,+∞  .

I.3.1.
Si x0 ∈ I(f) alors t f t e x t

� ( ) − 0  intégrable sur [ [0,+∞  soit x ≥ x0  alors ∀ ≥ ≤− −t f t e f t ext x t0 0( ) ( )  donc

t f t e xt
� ( ) −   intégrable sur [ [0,+∞  d'où x I f∈ ( )  .

I.3.2.  On en déduit
          [ [I f f si f I f( ) ( ) , ( ) ( )= + ∞ ∈σ σ

          ] [I f f si f I f( ) ( ) , ( ) ( )= + ∞ ∉σ σ

I.4.1.   

•  pour ] [x a e dt
x ax

a x t
x

∈ + ∞ =
−+∞

−∫, ; lim ( )

�

1
0

 donc 
[ [

f t e dt
x a

xt
1

0

1
,

( )
+∞

−∫ =
−

 .

•  pour  ] [x a e dt
x cy

c x t
y

∈ +∞ =
−+∞

−∫, ; lim ( )

� 0

1
  donc 

[ [
f t e dt

x c
xt

2
0

1
,

( )
+∞

−∫ =
−

 .

•  pour x> 0      
[ [ [ [[ [

f t e dt t e dt
x

u e du u xtxt n xt
n

n u
3

0 1 00

1
( ) ( )

, ,,

−

+∞

−
+

−

+∞+∞
= = =∫ ∫∫

                                                         = + =+ +
1

1
1 1x

M n
n

xn n
( )

!
.

•  pour x a>    
[ [ [ [ [ [

u t e e dt i u t e t e dt u t e dtat xt at xt a i x t( ) cos ( ) sin ( )
, ,

( )

,0 0 0+∞

−

+∞

− + −

+∞∫ ∫ ∫+ =

                        =
− +

=
− +

− +
1

12x a i

x a i

x a( )

( )

( )
  donc les transformées de Laplace de t u t e tat

� ( ) sin   et t u t e tat
� ( ) cos

sont , respectivement , définies par : x
x a

et x
x a

x a
� �

1

1 12 2( ) ( )− +
−

− +
 .
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I.4.2.  D'après ce qui précède la transformée de Laplace de t u t t en t
� ( ) −   est définie par :

[ [
x t e dt

n

x
n x t

n
→ =

+
− + °

++∞∫ ( )

,

!

( )
1

10 1
 .   G x

x x x x x
n n n n
( )

( ) ( ) ( )
=

+
=

+
−

++ +
1

1

1

1

1

11 1
 en itérant on trouve

G x
x x x

n n
( ) ......

( )
= −

+
− −

+ +
1 1

1

1

1 1
   .

•  x
x

�

1
  est la transformée de Laplace de t u t� ( )  .

•   1+k1)+(x

1
xN �∈∀k  est la transformée de Laplace de t

u t t e

k

k t

�

( )

!

−
 alors la fonction

t g t u t e
t

kn
t

k

k

n

� ( ) ( ) (
!

= − −

=
∑1

0

 admet pour transformée de Laplace x G xn� ( )  définie sur ] [0,+∞  .

Deuxième partie
II.1. Il est clair  que fa   est continue ou continue par morceaux sur R , fa  est causale car pour t < 0  on a   t - a < 0 et donc fa

(t) = 0 soit x I f soit y a0 ∈ >( )   f t e dt f t a e dt f u e dua
x t x t x u a

y ayy
( ) ( ) ( ) ( )− − − +−

= − = ∫∫∫ 0 0 0

000

                                                                                        = − −−

∫e f u e du
x x u

y a
a0 0

0
( )  .

puisque u f u ex u
� ( ) − 0  est intégrable sur [ [0,+∞  alors t f t ea

x t
� ( ) − 0   l'est aussi et donc x I f a0 ∈ ( )    et par suite f Ea ∈

soit R∈x et  y > a  on a f t e dt e f t e dta
xt xa xt

y ay
( ) ( )− − −−

= ∫∫ 00
  donc dire que t f t ea

xt
� ( ) −  intégrable sur

[ [0,+∞ équivaut à t f t ext
� ( ) −   intégrable sur [ [0,+∞  d'où I(f) = I(fa ) et par suite σ σ( ) ( )f f a=  d'autre part

f t e dt e f u e dua
xt xa xu

y ay
( ) ( )− − −−

= ∫∫ 00
 donc la transformée de Laplace de fa  est définie par  x e F xxa

�
− ( )  .

II.2.1. Soit R∈x  , soit 2R),( ∗
+∈Aε    on a  t f t� ( )  et  t e xt

�
−  sont C1  sur  [ ]ε,A  donc une intégration par partie

donne [ ] [ ][ ]
f t e dt f A e f e x f t e dtxt xA x xt

AA
' ( ) ( ) ( ) ( )

,,

− − − −= − + ∫∫ ε ε

εε
 or d'après les hypothèses les fonctions

t f t� ' ( )  et t f t� ( ) admettent chacune une limite à droite en o d'où en faisant tendre ε vers o on obtient :

[ ]f t e dt f A e f o x f t e dtxt xA
A

xt
A

' ( ) ( ) ( ) ( )− − −= − + +∫ ∫0 0
   ( * )

II.2.2.   

Soit x > Max ( ( ) , ( )σ σf g  t f t e xt
� ' ( ) −   et  t f t e xt

� ( ) −   sont intégrables sur[ [0,+∞  alors la relation  ( * ) permet

d'affirmer que A f A exA
� ( ) −   admet une limite l en + ∞  . Si l ≠  0 alors f t e lxA( ) − ≈  quand t� +∞  et par suite

xtetft −)('�   et  xtetft −)(�   sont intégrables sur [ [+∞,0  .  Alors la relation  (*)  permet d’affirmer que
xAeAfA −)(�   admet une limite l  en  +∞  . Si  0≠l  , alors letf xt ≈−)(  quand  +∞→t   et par suite  xtetft −)(�

est non intégrable sur [ [+∞,0 . Ceci est absurde , donc  0=l .

En faisant tendre A  vers +∞  , il vient  )0()(.)( +−= fxFxxG  .

II.3.1.

Les applications  [ ] ] [�+∞×+ ),(1,: fnnn σϕ C   ,  xt
n etfxtxt −= )(),(),( ϕ�   et  xtn etftxt

dx

d −−= ).(.),(
ϕ

 sont

continues , donc  ] [�+∞),(: fUn σ C  ,  ∫
+ −1

.)(
n

n

xt dtetfx�   est de classe 1C   et

] [ ( ) ∫
+ −−=+∞∈∀
1

.)(.',),(
n

n

xt
n dtetftxUfx σ

II.3.2.

abf <<)(σ  :  soient  ax ≥  et  0≥t  ;  on  a )(.)()(. tfetftetft atxt =≤ −− . ( )tbabt ete −−− ..  .

                                                                                                                  donc [ [ [ [∀ ∈ +∞ ∀ ∈ +∞x a x, ,0

                                                                                                                 t f t e
a b e

f t ext bt( )
( )

( )− −≤
−
1

  t o
1/a-b

o

1

( )a b e
k

−
=

    t e- (a - b) t

o

+∞
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II.3.3.  Soit x a≥   on a  U x t f t e dtn
xt

n

n
' ( ) ( )≤ −+

∫
1

                                                          ≤ =−+

∫K f t e dt K Vbt
n

n

n
( )

1
 .

La série de terme général Vn est convergente car ∫∑ −

=
==

n bt
n

k
kn dtetfVS

0
0

.).(   
+∞→

→
n

  [ [∫ +∞
−

,0
.).( dtetf bt   ( )( fb σ>  ) .

donc la série Un'∑   converge normalement sur [ [a,+∞  .

•  On a      -  ] [+∞∈∀ ,)(N 1 fsurCestUn n σ  .

                  -  La série Un∑  converge simplement sur  ] [σ( ) ,f +∞  de somme F .

                  -  La série  Un'∑  converge uniformément sur [ [a,+∞  (( ( ))∀ >a fσ   donc f est C1  sur ] [σ( ) ,f +∞

et pour tout  x ∈ ] [σ( ) ,f +∞  F'(x) =   
[ [

= = − −

+∞
=

+∞

∫∑ U x t f t e dtn
xt

n

' ( ) ( )
,0

0

 .

II.4.1. Soit A > 0 , f continue ou continue par morceaux sur [ ]0,A donc f est bornée sur  [ ]0,A , ∃ > ∀ ∈M t0 [ ]0,A

f t M( ) ≤  donc 
[ [

f t e dt M e dt M e dt
M

x
d où f t e dtxt

A
xt xt

x

xt
AA

( ) ' lim ( )
,

− − −
→+∞

−

+∞∫ ∫∫∫≤ ≤ = =
0 000

0   .

II.4.2. Soit a ∈ ] [σ( ) ,f +∞  , a fixé , soit x > a

[ [ [ [ ∫∫∫
+∞ −−−−

+∞+∞
− ≤≤

A

atAxatxaat

AA

xt dtetfedteetfdtetf )()()( )()(

,,

comme lim lim ( )( )

x

a x A

x

xt

A
e alors f t e dt

→+∞

−

→+∞

−+∞
= =∫0 0  .

II.4.3.  On déduit lim
x→+∞

 F(x) = 0 .

II.5.1.  Les fn  sont causales donc pour 0)(NR =−∈∀∈ nTfnt n  . La série ( ) ( )− −
≥
∑ 1

0

n
n

n

f t n  converse simplement

sur R  de somme  f t

si t

f si

f t n si tn

n

E t
( ) ( )

( ) ( )
( )

=
<
=

− − >












 =
∑

0 0

0 0

1 0

0

0

donc on peut définir une fonction f sur R par f t f t nn
n

n

( ) ( ) ( )= − −
=

+∞

∑ 1
0

 . Montrons que f est continue sur R  , 1C sur

] [0,+∞  . Soit  A > 0 alors pour tout ] [t A∈ −∞, f t f t nn
n

n

E A

( ) ( ) ( )
( )

= − −
=
∑ 1

0

 donc sur ] [−∞,A  f est somme finie

d'applications continue sur ] [−∞,A  , C1  sur ] [0,A   d'où f est continue sur  ] [−∞,A  , C1   sur ] [0,A  et ceci pour tout

A > 0  donc on déduit que f est continue sur R  , C1  sur  ] [0,+∞  . 

II.5.2.  Soit x > 0 pour [ ]t A∈ 0,  on a  f t n e f t n en
xt

n
xt

n

E A

n

( ) ( )
( )

− = −− −

==

+∞

∑∑
00

donc  f t n e dt f t n e dtn
xt

n
nt

A

n

E A

n

A
( ) ( )

( )

− = −− −

==

+∞

∫∑∑∫ 0
00

0
 .  ∀ > − =−∫n E f t n e dtn

xt
A

(A) ( ) 0
0

  ( causalité de fn  )
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donc f t n e dt f t n e dtn
xt

n
nt

A

nn

A
( ) ( )− = −− −

=

+∞

=

+∞

∫∑∑∫ 0
00

0
 .

Montrons que f ∈ E .
•  on a f causale ,  f  continue sur R

•  Soit  x > 0  , soit A > 0 f t e dtxt
A

( ) − ≤∫0
 f t n e dt f t n e dtn

xt
n

nt
A

nn

A
( ) ( )− = −− −

=

+∞

=

+∞

∫∑∑∫ 0
00

0

or d'après II-1  t f t n en
xt

� ( )− −  est intégrable sur [ [0,+∞  et f t n e dt e F xn
xt xn

n

A
( ) ( )− =− −∫0

donc  ∀ > − = −− −∫ ∫A f t n e dt f t n e dtn
xt

A

n

A
xt0

0 0
( ) ( )

                                                           ≤   f t n e dt e F xn
xt xn

n( ) ( )− =− −+∞

∫0
 .

Comme e F xnx
N

n

−

≥
∑ ( )

0

 converge alors f t e dtxt
A

( ) − ≤∫0
 e F xnx

n
n

−

=

+∞

∑ ( )
0

 donc A f t e dt
A

xt
�

0∫
−( )  est bornée sur

[ [0,+∞  et par suite   t f t ext
� ( ) −  est intégrable sur [ [0,+∞  .

II.5.3.

•  On a  f t n e dt e F xn
xt

A

nx
n( ) ( )− ≤−+∞ −∫  donc la série  A f t n e dtn

xt

A
n

→ − −+∞

≥
∫∑ ( )

0

 converge normalement donc

uniformément sur ] [0,+∞  de plus  0)(limN =−∈∀ −+∞

+∞→ ∫ dtentfn xt

A n
A

 donc le théorème d'interversion des

limites donne lim ( ) lim ( )
A

n
n

xt

A A
n

n
A

xtf t n e dt f t n e dt
→+∞

=

+∞
−+∞

→+∞
=

+∞ +∞ −∑ ∫ ∑ ∫− = − =
0 0

0  .

•  Montrons que la transformée de Laplace de f et F .

    Soit  x > 0  alors  F (x) = f t e dt f t n e dtxt n
n

xt( ) ( ) ( )− −+∞+∞
= − −∫∫ 1

00
 .

    Soit  A > 0  ( ) ( ) ( ) ( )− = − −− −+∞

=

+∞

=

+∞

∫∑∑ 1 1
0

00

n
n

nx n
n

tx

nn

F x e f t n e dt

                                                         = − − + − −





− −+∞

=

+∞

∫∫∑ ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

0

n
n

tx n
n

tx

A

A

n

f t n e dt f t n e dt

puisque ( ) ( ) ( ) ( )− − − −−

≥

−

≥
∫ ∫∑∑ 1 1

0
00

n
n

tx
A

n
n

A

A

n

tx

n

f t n e dt et f t n e dt  sont convergentes car leurs termes sont

majorés par F x en
nx( ) −   donc  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − − + − −− − −+∞

=

+∞+∞

=

+∞

=

+∞

∫∑∫∑∑ 1 1 1
0

0
00

n
n

nx n
n

tx n
n

xt

A
nnn

F x e f t n e dt f t n e dt

on a   ( ) ( ) ( ) ( )− − = − −∫ ∑∫∑ − −

=

+∞

=

+∞

1 1
0

0
0

0

n
n

A
xt n

n
xt

n

A

n

f t n e dt f t n e dt ( causalité des fn  )

donc  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )− = + − −− −

=

+∞ +∞ −

=

+∞

∫∑ ∫∑1 1
0

0 0

n
n

nx tx
A

n

n
n

A

tx

n

F x e f t e dt f t n e dt

x ∈ I(f)  alors  lim ( ) )
A

tx
A

f t e dt F(x
→+∞

− =∫0
 et

lim ( ) ( ) lim ( )
A

n
n

A

tx

A
n

A

tx

n

f t n e dt f t n e dt
→+∞

+∞ −

→+∞

+∞ −

=

+∞

− − = − =∫ ∫∑ 1 0
0

donc pour x > 0 F(x) = ( ) ( )− −

=

+∞

∑ 1
0

n
n

nx

n

F x e

Troisième partie :

III.1.1.
a)  La propriété est vraie pour n = 0 car  f1 et f2  sont causales . Supposons la vraie pour n et montrons qu'elle l'est aussi pour
n + 1 .
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•  f1  (n ) = f2 (n)  car  f1    et f2  sont continues sur R  et égales sur ] [−∞,n

•  sur ] [n,n+ 1           f t f t f t' ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1+ + − =

                                   f t f t f t' ( ) ( ) ( )2 2 2 1 1+ + − =

mais t - 1 ] [∈ −n n1,  donc  f1  (t-1) = f2 (t -1)  et par suite f1 et f2 est une solution de l'équation différentielle  y' + y = 0

sur ] [n,n+ 1  donc ( f1   - f2 ) ( t) = K e-t   ∀ ∈t  ] [n,n− 1  or f1   - f2  est continue sur R et  ( f1   - f2 ) (n) = 0 donc K = 0

et donc  f1  = f2  sur ] [−∞ +, n 1  .

b)  Soit f solution alors f (t) = 0 si t < 0 et f' (t) + f (t) + f (t -1) = 1
si  t ∈ ] [0 1,  on a  f' (t) + f (t) = 1 donc f (t) = K e-t  + 1 .  La causalité et la continuité de f donne  f (0) = 0 = K + 1 .

Ainsi pour t ∈ ] [0 1,  f (t) = 1- e-t  .  Si t ∈ ] [1 2,  alors f' (t) + f (t) = e- ( t - 1 )  . La méthode de la variation de la constante ,

la continuité de f et f (1) = 1 - e-1  donne  f (t) = t e- (t   - 1 )  - e-t ∀ ∈t  ] [1 2,  .

Si t ∈ ] [2,3  alors f' (t) + f (t) = 1 - (t - 1) e - (t  - 2 )   + e- ( t - 1 )     un raisonnement analogue donne :

f t
t e

t e e t e e
t

t t t t( )
( )

( ) ( ) ( )= − + − + −
− −

− − − − − − −1
2

2 2
2 2 1  .

c)  Il suffit d'examiner les dérivées en 1 et 2 car les expressions de f sur les divers intervalles , ont été déterminées en utilisant
la continuité de  f  en  0 , 1 , 2 . En dérivant les expressions de f sur chacun des intervalle  ] [0 1, , ] [1 2,  et ] [2,3  et en passant

à la limite il vient  f e f f e e e fg d g g' ( ) ' ; ' ( ) ' ( )1 2 2 21 1 1 2= = = − + =− − − −  .

III.1.2.        

a)  f t e f t f t U t e f t e f t e U t ext xt xt xt xt' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − − −= − − + ≤ + +1 1    où  f1 (t) = f (t - 1) .

On sait que σ σ σ( ) ( ) , ( )f f u= = =1 0 1 .

pour  x > 0  t f t e t f t e et t U t ext xt xt
� � �( ) , ( ) ( )− − −

1   sont intégrables sur [ [0,+∞  donc t f t e xt
� ' ( ) −  l'est

aussi σ( )g ≤ 0  .

b)  Soit  x ∈ ] [0,+∞   on a d'après II.1.  et II2.2.  x F (x) - f (o+ ) + F (x) + e-x  f (x) = 
1

2
 en utilisant la causalité et la

continuité de f on trouve :  ( x + 1 + e-x  ) F (x) =
1

x
 .

c)  On a  F (x) = 
1

1

1

1
1

1
x x

x ex
( )

.

( )
+ +

+

 .  Comme x > 0 , 0 < 
1

1
1

( )x ex+
<   alors  F (x) =  

1

1
1

1 1
0

x x

e

x
n

nx

n
( )

( )
( )+

−
+

−

=

+∞

∑ .

Ainsi  F (x) =  
( )

( )
( ) ( )

−
+

= −
−

+
+

+∞
−

=

+∞

∑ ∑1

1
1

1
0 0

n nx

n
n

n
n

nx

n

e

x x
G x e   .

d) • On sait que x G x en
nx

� ( ) −  est la transformée de Laplace de t g t où g t U t e
t

kn n
t

k

k

n

� ( ) ( ) ( )
!

− = −










−

=
∑1 1

0

 .

    •  La série ( ) ( )− −∑ 1 G x en
nx

n

   est absolument convergente ( ) ( )− = 











−1 0

1
2

n
n

nxG x e
n

 ( pour x > 0 fixé ) .

    • ∀ n gn est est continue , positive  (  pour t > 0  on a : e
t k

k
e et

k

n
t t−

=

−∑ ≤ =
!

0

1 ) .

    •  t g t U t eo
t

� ( ) ( ) ( )= − −1  continûment dérivable sur ] [0,+∞  .

    •  ∀ ≥n gn1  est continûment dérivable sur R donc d'après II.5. on déduit que t g t g t nn
n

n

� ( ) ( ) ( )= − −
=

+∞

∑ 1
0

est

définie , continue sur R , continûment dérivable sur ] [0,+∞  et que  g ∈ E et x G x en
n

nx

n

� ( ) ( )− −

=

+∞

∑ 1
0

 est la transformée

de Laplace donc  g = f  .

Vérification :  pour  0 < t < 1     g (t) =  go (t) = 1 - e- t

                      pour  1 < t < 2      g (t) = go  (t) - g1  (t - 1 ) = t e- ( t  -  1  )   - e- t   
                      je vous laisse le soin de continuer la vérification .

III.2.1.   Soit  x > 0  ,  soit  A > 0   une intégration par partie donne :
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           t e f t dt A e f A xt e f t dtxt xA xt
AA − − −= − −∫∫ "( ) ' ( ) ( ) ' ( )1
00

Une nouvelle intégration par partie donne :

          t e f t dt A e f A x A e f A x t x e f t dtxt xA xA
A

xt
AA − − − −= + − + −∫ ∫∫ "( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ' ) ( )1 1 2

0 00

or  lim ' ( ) lim ( ) ( )
A

xA

A

xAA e f A et xA e f A
→+∞

−

→+∞

−= − =0 1 0  car  t t e f txt
�

− ' ( )  et  t t e xt
�

−   et t e f txt
�

− ( )

sont intégrables sur [ [0,+∞  voir II  donc on tire t e f t dt x t x e f t dtxt xt− −+∞+∞
= + −∫∫ "( ) ( ) ( )1 22

00
   

                                                                                                              = 1 - x2  F'(x) - 2 x F (x)

d'une manière analogue on obtient : f t e dt x f t e dt x F xxt nt' ( ) ( ) ( )− −+∞+∞
= − + = − +∫∫ 1 1

00

de la relation  t f" (t) + 2 f' (t) + x f (t) = 0 on tire : 1 - x2 F'(x) - 2 x F (x) + 2 x - 2 - F'(x) = 0
c'est-à-dire ( x2 +1) F'(x) + 1 = 0  donne F est solution , sur ] [0,+∞  ,de l'équation différentielle (L) ( x2 + 1) y' +1 = 0 .

Les solutions de (L) sont de la forme  x y x Are x K� ( ) tan ( )= +  .

III.2.2.

•   On a pour x > 0 F (x) = - Aretan  x + K  , d'après II.4.3.  lim ( )
x

F x
→+∞

= 0  donc K = 
π
2

  .

•   Trouvons une fonction f dont la transformée de Laplace F vérifie F = y

      on a   y' (x) = - 
1

1 2+ x
   or  x

x
�

1

1 2+
 est la transformée de Laplace de t U t t� ( ) sin   or pour x > σ( )f  on a :

     F x t f t e dtxT' ( ) ( )= −+∞

∫0
   alors  f t U t

t

t
f t( ) ( )

sin
( )= = 5  convient  .

 


