Concours CCP 1997 - Filiere PSI

Mathématiques 1 : corrigé.

Premiere partie.

1.1. Si f € Z(R, C) I'application
R?> — C
(t,z) = e f(t)

est continue sur R? et V(t, 1) € R?,
e f (O] = 1£()] = ¢(t)

qui est continue et intégrable sur R donc, en vertu du théoreme de continuité des intégrales
dépendant d'un parametre, f est définie et continue sur R.

1.2.1. Si f est paire, Vx € R,

fleoy = [ e = [ e —du= [ e = fa)

u=—t 00

Si f est a valeurs réelles, Vo € R,

fy= [ e wa = [ e = f-a)

—0oQ
Donc si f est a valeurs réelles et paire, f est paire, a valeurs réelles.
1.2.2. De méme, si f est a valeurs réelles et impaire, f est impaire, a valeurs imaginaires pures.

1.3. Si f est impaire, Vo € R,

+00 e—ia:t o eia:t +00

F@) = f=a) = [ Syt = =i [ sin(at) f(t)at

—00

A

flx) =

DN | —

De méme, si f est paire, on montre que Vx € R,

f) = T cos(at) f(t)dt

—00

1.4.1. e p est continue en tout point de ]0, +00[\{1} car affine sur chacun des intervalles ouverts ]0, 1|
et |1, +oo[, continue en 1 car lim (1 —t) = 11130 = 0 = p(1), et continue a droite en 0 car
t—1— t—
affine sur [0, 1]. Par parit, p est continue sur R.
e p est intégable sur [0, 1] car continue sur ce segment et intégrable car nulle sur [1, +o0[ donc
intégrable sur R*; par parité, p est intégrable sur R.

1.4.2. p est paire donc p est paire et Vo € R*,

plx) = /+Oo cos(xt)p(t)dt = 2/01(1—1%) cos(zt)dt =2 |(1 — t>sin(xt) B cos(q:t)]: _ (1_&)

0 T 2 2

p(0) = 23 p(t)dt =1



1.4.3.

1.4.4.

1.5.1.

1.5.2.

1.5.3.

1.5.4.

1.5.5.

1.6.

En vertu du développement en série entiere de cos, Vo € R (y compris en 0 vu que p(0) = 1),

xQn

plz) = i: 2(—1)nm

donc p est de classe C* (a fortiori C') sur R comme fonction somme d’une série entiere. Le

caractere C! peut bien sir étre établi directement.

p est continue sur R donc intégrable sur le segment [0,1]; YV € [1, 400, [p(z)| < =5 qui est
intégrable sur [1, +o0c[ donc p est intégrable sur [1, +o0o[. Donc p est intégrable sur R* et par
parité sur R.

e [, est continue sur R, intégrable sur [1, +00| car E,(t) = O (tig) donc intégrable sur R* et
par parité intégrable sur R.
e [, est paire donc E, est paire et
E.(z) = /+OO cos(zt)E,(t)dt = 2/0+OO cos(zt)t"e'dt = 2 Re K,
Remarquons que Re(a) > 0 donc Vp € Z, Iig.} tPe™ =0 et Vn € N,t — t"e " est intégrable

sur R*. D’ou, si n € N*,

—ozttn A A
Kn = hm { le ] -+ ﬁ/ tn—le—atdt — ﬁ n—1
A—+oco —Q @ Jo o

0

Or Ky = 0+°° e Ydt = i donc par récurrence :

vn €N, K, = O;L—il
2 2
Bo(e) = 1. Fale) = %,E}(@«) - %
. . 1 2.n! )
D’apres 1.5.1., E,(x) = 2.n!Re (<1 — z’q:)"“) = 15 27 Re(1 + iz)"
it \ "1 ei(n+1)8 1
Or, si on pose § = Arctanz, (1 4 iz)"™* = (cos@) = iy et cosf = ESIE (car

0e] -5, 5 et x=tand).

s A 2.n!cos((n + 1)Arctan x)
Drot, Bn(z) = (1 + 22)(n+1)/2

qui est le résultat souhaité avec 3(n) = 2=

~

E, est continue sur R (¢f. 1.1.), intégrable sur le segment [0, 1] & ce titre, intégrable sur [1, +-00|
car E,(z) = O (;—2) (résulte de 1.5.4. sin > 1 et de 1.5.3. pour n = 0), donc est intégrable

sur RT et par parité sur R. Donc E, € Z(R, C).

R R d
f est impaire et f est nulle hors de [c, d] donc Vz € R, f(z) = —z'/ f(t) sinztdt.D’ou

(a,b) € (R+*)2,/b J@) g - /ab Ucdﬂf(t)dt] dr = —z'/cd Ub Sinxtdx] F(t)dt

a i T T




1.7.

1.8.

2.1.

2.2.1.

2.2.2.1.

2.2.2.2.

en vertu du théoreme d’intégration sur un segment pour les intégrales dépendant d’un parametre
vu que l'application

sin xt
(t,z) — 1)

est continue sur [c, d] X [a, b].

b sin ot b sin ot bt g blt| g
SitzO,/ ST dx = 0 et sinon / ST dz| = / Smudu = / Smudu <M

a x a x at U parité | Jalt| U
On a dong, si on pose || f|lec = sup |f(t)],

t€[c,d)

b f d
/a @dx‘ S/C M| flloodt < M| f]loo(d — ¢)

Arct X d
xlnr(cl T;) ~ 4x7lrnx qui n’est pas intégrable sur [2, +-00[ car/2 thx = In(In(X))—In(In2))
) Arctanz | _y
qui tend vers +o0o quand X tend vers +o0o donc x — ———— n’est pas intégrable sur
zIn(2 + 2?)
2, +00] et a fortiori pas intégrable sur |0, +o0].
- Arct
Il n’existe pas ¢,d € R,c < det f € C(R,C) tels que f(x) = % car sinon, d’apres 1.6.,
n x

b Arctanz

(@.0) € R&) o [0 oy

serait bornée, ce qui, compte-tenu de la positivité et de la continuité de g : z € R™ —
Arctanz

—————— impliquerait I'intégrabilité de g sur |0, +oo[ ce qui est faux d’apres 1.7.
zIn(2 + 22?)

Deuxieme partie.

En vertu du rappel et par parité, on sait que h : u — e v’

~+00 9
/ e “du= /7.

est intégrable sur R et que

I 1 H

Comme ¢ : R — Rt — ¢(t) = % est de classe C! et bijective, on en déduit que hopx ¢’ = 7%

est intégrable sur R = ¢ }(R) de méme intégrale que h. Donc H, est intégrable sur R et
+oo

Ho = V2.

gn est continue sur R, paire et g, (t) = O (t%) donc g, € Z(R, C).

En intégrant par parties dans [,,,

—t2/242n+1 A 1 A I
I,= lim | + / te /22t gy b — il
A—+oo n+1 0 2n+1Jo n+1

On en déduit par récurrence que, Vn € N,




2.2.3.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

" .
On sait que Vo € R, Y — est convergente de somme égale a e*. On en déduit que Vx €
n!

<_1>nx2n , .z . . , . N
R, > BT est convergente de somme égale a e~ 2. En particulier cette série entiere a un
n!
rayon de convergence égal a 400.

[M]

—t2/2

SizeR,t— e /2 est continue sur R et e cos xt| < e~"/2 qui est intégrable sur R donc

t— e /2 cosut est intégrable sur R.

Par parité de Hy, Vo € R,

R +00 400 [+ 5 2nt2n
Ho(z) = 2/0 Ho(t) cos xtdt = 2/0 (Z e’ /2(—1)”12271)‘ ) dt
n=0 :

2n42n
"t
x étant fixé, posons f,(t) = e P2(—1)n ; alors f,, est intégrable sur R* et
(2n)!

xQn .I‘ino

Ni(fn) = /R+ [ful = (gn)![" ~ ol

+oo
La série 3 Ni(f,) est convergente, or 3 f,, converge simplement sur R* et Y f,, est continue
n=0

sur Rt donc

+oo T 10 4o
/0 ngofn(t)dt = nzo/o fn(t)dt

soit
R +00  too 5 xQnth 400 (_1>n
Ho(z) = 2 / e 22 (1) dt =2 s
o) ngo 0 (=1) (2n)! ngo (2n)!
2],

5 '0 = 2[06_362/2 = V2me /2
"n!

A +w
Dot Ho(z) =2 (—1)"
n=0

(2,1) — e~**/2e7 gt continue sur R2 et dominée par ¢q(t) = e /2 qui est continue intégrable
sur R

9]
2
V(z,t) e R B

(2,1) — —ite */2e7t est continue sur R2 et dominée par ¢y(t) = [tle /2 qui est continue
intégrable sur R.

—¢2 —i . L, 42 )
(e7t/2e7t) existe et vaut —itet/2e it

En vertu du théoreme de dérivation pour les intégrales dépendant d’un parametre, on en déduit
~+00 .
que ¢ est de classe C! sur R et Vo € R, ¢'(z) = / —ite " 2eTimt g
—o

En intégrant par parties,

’ . . —ixt —t2/2 A A —izt —t2/2
o'(x) = Al_l)I}_loo [ze e }_A - /_A xe e U2ty = —xp(x)

(er/QSO(x))/ = er/Q[SO/(x) + ISO(CL’)] — 0 d’ou (,0(:(3) _ ke_$2/2
Or ¢(0) =21y = v2r d'ou Vx € R, p(x) = Yre—t?/2.
Ho = MoHo avec g = V27



Troisieme partie.
3.1 Hy(t) = 2te 12 Hy(t) = (4% — 2)e /2

3.2. Sin>1, GOHY(t) = (=2tG(¢)™ = —2tGM™(t) — 2nG"~V(¢) d’apres la formule de Leibniz.
D’ou
Hy(t) =2tH,(t) — 2nH,—1(t) et Hps1(t) = 26 H, () — 2nH,—1 (1)

3.3.1. H'(t) = (—1)"[2tG™ () + G (t)]e” = 2tH,,(t) — H, 11 (1)
3.3.2. On en déduit : H) (t) = 2nH,_1(t)

3.3.3. H(t) = e 2 [—tH,(t) + H.(t)] = —tHu(t) + 2nH, 1 (1)

Quatrieme partie.
4.1. Résulte du fait que H,, est continue sur R et que H,,(¢) = 0 (t%)

4.2.1. En intégrant par parties,

- A 2 197 A A
Hi(t) = lim {[—Qe_me_t /2} L 22':1,'/

A—+oo —A

e_me_tg/th} — —2ixH(x)

4.2.2. Doy, Hy(z) = MHy(z) avec A = —iXg

4.3.1. Par le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre (¢f. 2.6.), on montre
que H, est de classe C! sur R et que Vo € R,

~ +o0 .
(H,) (z) = / —ite """ H, (t)dt
d’on

Hor () = [ T e (2 (£) — 20 H o (8))dE = 20(H,) () — 201 (2)

o0

4.3.2. Notons P(n) la propriété :
F(Hn) = MHy, avec A, = (—1)" Ao

P(0) est vraie d’apres 2.9. et P(1) est vraie d’apres 4.2.2.

Supposons P(n — 1) et P(n) vraies pour un n > 1

Alors

QZ(AnHIn) — 271)\”_17'(”_1

i)\n(—Hn.H -+ 2%7‘(”_1) —2nA—1Hn-1

= (=" AoHas = 20 (=) 4 (=) Mo
(_i>n+1)‘0Hn+1

ce qui établit P(n + 1) et acheéve la récurrence.



