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Partie 1

I.1. BX =Z & "AAX = 'AY
& AX =Y (car A donc *A est inversible)
& X =AY
Donc I’équation linéaire BX = Z possede la solution unique Xj.
2.'B=""AA)="AA=DB
Donc B est symétrique.

B étant symétrique réelle :

- son polynome caractéristique est scindé dans R

- les sous-espaces propres de B sont 2 a 2 orthogonaux
- il existe P € O(k) telle que P"'BP € Di(R)

3. < U,BU >= '"W'AAU = ||AU|> > 0 (U # 0 et A inversible = AU # 0)
Soit A\ € Spec(B) et U vecteur propre associé a B; alors U # 0 et BU = AU.

trrt _ 2
Dot (U, BUY = { ULAAU = AU >0 o g gy — av)? > 0

(U, AU) = |U))*
D’ou A > 0. On a montré que :

ISpec(B) C R™

4. Notons (Ui, ..., Uy) une base orthonormée de R* formée de vecteurs propres de B. Posons
V= Za,U, Alors :

(AV AV) = 'W'AAV = 'VBV = (V,BV) = | AV|]>.
En outre :

k k
N i=1 N i=1
= <Z ;Ui Y ai)\iUi>
i=1 i=1
k
= Z a?)\; car (Uy, ..., Uy) est une base orthonormée de R*.

D’ott Aini Z o2 < [JAV]]* < Amaxi Z a? et comme Z a? =1 (V est unitaire)
. [AVAV] = (VB = [AVT < & o ]

1/2
b. |BV| = ,BU; U || = (Z a2)\2) car (Ui, ...,Ug) est une base or-

thonormée de R”*. Or

1/2 1/2 1/2
(Z a2)\2) € | Moini (Z o ) » Mmaxi (Z 6% ) car les \; sont positifs. Comme [|[V|| =

. 1/2
(Ze) -1,
i=1

Si U est quelconque dans R¥\{0}, V =

BV € [Amini, Amaxi]

est unitaire. En appliquant a; et b; a V, on obtient

U
1ol
(AU, AU) = (U, BU) = | AU|]” € [Muini |UII” s Mnaxi [| U]



et

IBUI € i [IU]]; Amaca [|U ]

relations qui sont encore vraies pour U = 0.
Donc : YU € R¥,

(AT, ATy = (U, BUY = [AUT € [ 10T At 0T

IBUI € Pmini [U], Amasi [U]]

5. D’apres la question 1., R(Xy) =0 et E(Xy) = 0.

SiU# Xo, BU—-Z #0et E(U) #0.

Donc il existe un unique vecteur X € R¥ rendant F minimale, c’est Xj.
On a alors E(Xy) = [1]21[@6 EU) =0.

Partie 11

L VueR, fi(u) = |R(X; + uDy)||”
= |B(X; + uD;) — Z|?
— |BX, — Z + uBDj|
= | BX; — Z||” + 2u(BX; — Z, BD;) + * | BDi||”
= BE(X;) + 2au + Bu? avec :

o = (BX; — Z,BD;) et 8 = ||BD{||’]

fi est une fonction polynome C'*° sur R. Comme D; # 0 et B est inversible, BD; # 0 et § > 0.
fi est donc du second degré et admet un minimum pour f/(u) =0< p = —B.
(BX; — Z,BD;)

Donc pu; = —
: |BD:|?

LBDi||*

i —

(R(X;), BD;)?
4
| BD;|

i ) — ) — B(x 2 ) BD)
On a alors : i filp) = filpi) = B(X;)—2 BD

| BD; | BD;

(BX; — Z, BD;)+

|BDi||*

N

ou :

= B(X;) -

min f;(pu) = E(X;) — 5
R fi(w) (X3) |BD|

(R(X), BR(X,))’

2. film) = B(X;) —

HBR(Xi)H;
_ p(x, - (B, BRX)
e
= F(X;) — i72 i QEXi CarEXi:RXiQ
RGO PRC P (e P = IR
_ ) [1- (R(X,), BR(X;))?

IBR(X)|I” | R(X:)|°
D'ou :



(R(X:), BR(X,))"

() = CyE(X;) avec C; =1 — 2 2
fi(hi) (Xi) avec IBR(X)| | R(X)|

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (R(X;), BR(X:))* < |[BR(X;)||” ||R(X;)|]* et C; > 0.
D’apres la question 1.3.,
2 2

0 < (R(X:), BR(X,)) € [Amini [|R(X0) 17 s Avmai [ R(X0) 7] =

(R(X:), BR(X,))"
IBR(X,)|I* HR(Xi)Hi

X, NS
32 IR 2 IR >H2] .

BRI RGP BRI | R(X

(R(X:), BR(X))" c e BX Dl Ol Dl
IBR(X:)| | R(X)| "BROG) P BR(X,)IP
En outre, toujours d’apres la question I.3.,

IBRX:)I* € M IR(X) 1 A |R(X) )17 et
IR(X)|I” [ 11 ]

2 € 2 2 .
H BR(XZ> H )\mam )\mlm

R(X;), BR(X; 2 2 2
On en déduit < ( >’ QR( >> . [A;IHI )\r;aX1:| -
IBRX)I | RX)I| Amaxi - mini
(RO, BROX)® Xy

mini Oy 9 montré :

IBROX)I” IRXOI® ™ Miasi:

2
Ogclgl_)\mlnl

3. Supposons la suite (X;) parfaitement définie, ce qui signifie Vi € N, X; # 0.

(Dans le cas contraire, Jig € N, D;;, = R(X;,) = 0 & X;, = A7'Y = X, E(X;,) = 0 et
I'algorithme s’arréte : le test est non prévu)

On a alors Vi € N*, F(X;41) = C;E(X;) (question 2.)

Comme Vi € N*, F(X;) > 0 et C; < 1, la suite (E(X;)) est décroissante et minorée par 0, donc
(E(X;)) converge.

2
mini

> . Alors 6 € [0, 1] et d’apres la question 2.,

Vie N, 0< E(Xin) < 0B(X:) =
Vi € N*, 0< B(X;) < 07'E(X)) (récurrence simple)
On en déduit que :

Posons § =1 —

im E(X;) =0

li— 400

On a alors | B(X; — Xo)||> = |BX; — Z — (BX, — 2)|?
— ||[BX; — Z||* (car BX, = Z)
2
= [[R(X,)]]
= B(X;)
De plus, || B(X: = Xo)|I* = Ay | Xi = Xol”-

mini
Donc || X; — Xo||* <

2 (A2, >0). Comme lim E(X;) =0, AliJIEl 1X; = Xo|2 = 0 et

i——400
mini +

li—+00




E(XZ) Hi_lE(Xl)
< .
A2 - A2

mini mini

4. Yi e N*, ||Xi — Xo|” <

2

Pour un nombre d’itérations donné, la précision sera influencée par le facteur § = 1 — —="*. Plus

il est proche de 0, plus la convergence est rapide. Cela correspond a

un spectre de B concentré dans une plage éloignée de 0.

Partie 11T

Logiciel de calcul employé : MAPLE
> restart;

> with(linalg):

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> val mini:=proc(X) ;

> val_ maxi:=proc(X) ;

1.a.

> A:=matrix([[4,0,1],(0,4,-1],[-2,1,8]]);
> Y:=vector([6,-6,13]);

1.b.
> B:=multiply(transpose(A),A);
> Z:=multiply(transpose(A),Y);

2.

> X:=vector([0,0,0]):

> for n from 1 to 10 do
d:=evalf(matadd(multiply(B,X),Z,1,-1));
# calcul de la direction de descente
T:=multiply(B,d);
mu:=-dotprod(d,T)/dotprod(T,T);

# calcul de mu
X:=matadd(X,d,1,mu); # calcul de X
od:

print(‘X(10)="*,X);

2
mini
2

maxi

X(10)=[.9999995725, -1.000000508, 1.999999548]|

3.a.
> theta:=evalf(1-(val_mini(B)/val maxi(B))"2);
> # calcul du coefficient theta

theta := 9477756523

3.b.
1
On a vu que Vn € N, E(X,4+1) < 0"E(X;). Donc 6" < 1000 =
E(Xns1) < E(X1)/1000.
1
Or 0" < —— < nlnd < —1In(1000)

— 1000
In(1000)
eEn> ————
In(6)
In(1000
Donc si ng est la partie entiere de —% +1, E(Xpy41) < 0™E(X,)
n

2

maxi

proche de 1 ou encore



> n:=floor(-In(1000) /In(theta))+1;
> # n est le nombre d’itérations demandé

n=129
Selosloslo’sle'ele sle'sle'elo'eloelo'e)
Rédigé par

Pierre Bron, professeur de Spéciales T'ST
Lycée Chaptal, 6, allée Chaptal, 22000 St Brieuc
Tel. 0296639414

Email : 106233.3407QCOMPUSERV E.COM

a 'aide de Scientific Workplace



