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Mathématiques 3

Probléme 1

I-1°) L’application f est bien a valeurs dans E, et sa linéarité f s’écrit f (Aa + ub) =
Af (a) + pf (b) pour tout (A, 1) € R? et tout (a,b) € E?, et résulte de 1'égalité
pour tout n € N :

1.2°)

(Aay, + wby) + 2 (Aans1 + pbns1) = A(an + 2an11) + p (by + 2b511) -

f est un endomorphisme de E.

1
a € ker f si et seulement si pour tout n € N : a,,1 = —Ean. Le noyau est donc

1

la droite constituée des suites géométriques de raison —5

ker f = Vect (d) ou d = ((_2)%)%1\1

(a) L’application ¥ : £ — R qui & a =
ap est évidemment une forme linéaire, non nulle puisque ¥ (d) = 1 ou
d= ((—2)_n)n€N. Il en résulte que F' = ker ¥ est un hyperplan de F, et
comme d ¢ F', on établit classiquement que E = F & Vect (d) ou encore

D’apres le cours, g = f|r est une bijection de F' sur Im f. Pour voir que

F@kerf=E

la restriction de f a F' est une bijection de F' sur

il suffit de prouver que f est surjective. Pour cela, & o = (an,),cy € E,

n—1
. e k—
on associe a = (ay),cy par les conditions ag = 0 et a, = — Y (=2)" "y
k=0

pour n > 1. Alors ag + 2a; = g et pour tout n € N*:

-1
ap + 2011 = — Z

- -5

k=0
ce qui prouve que o« = f (a)

3

T T
= o

(_2)k—n ap — 2 Z (_2)k—n—1 ay,
k=0

n—1

(—2)k_" o + Z (—2)k_” o + oy, = o,
k=0

. Notons que a € F', donc a = g~ (a) .

1

(an),en associe son premier terme
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(b) Soit a € F et a« = f(a). D’aprés ce qui précéde, ag = 0 et a, =
— nil (—=2)" ™ ay, pour n > 1. Donc 0 < |a,| < nil 281 || = %nil 2 |y .
Plfizglue lima, = 0, on a 2" |a,| = o(2"); orkT&OL série ) 2" estkaoriviale—
ment) divrérgente; par sommation des relations de comparaison sur les

n—1 n—1
séries positives divergentes, on en déduit > 2¥|ax| = o (Z 2k). Or
k=0

n—1 n—1 1 n=1
S22k =2 — 1 ~ 2" donc Y 2F|ay| = 0(2"), soit lim — Y 2F|ay| = 0.
k=0 k=0 n 2" k=0
Par théoréme d’encadrement, il vient lim |a,| = 0, ou encore
n

lima,, = 0.

Soit € E. La suite a = (ay,)

n—1
nen définie par: ag = 0 et a, = — kzjo (—2)k_n Qg

pour n > 1 vérifie f (a) = a. On aalors f (b)) = a <= f(b) = f(a) <= b—a €
ker f donc

f)=a<+=3K eRVYneN, b, =a,+ K (-2)"

n—1
avecVn e N, a, = — 3 (=2)" " oy
k=0

Pour I’étude de la limite, on cherche & exploiter la question précédente. En
identifiant la suite constante égale a [ avec [, on a f(I) = 3] donc a — | =

1 1 ' ,
f(b—gl) OrA=kerf@PF doncb—gl:ajta avec a € ker f et a € F.
Mais alors f (a’) = a —1 et a — [ converge vers 0, donc a' converge vers 0.

Comme a est une suite géométrique de raison > elle converge aussi vers 0. Il

1
en résulte que b — §l converge vers 0, et donc

1
limb, = =I.
im 3

Constatons que la suite u est bien définie et & valeurs positives, et méme Vn € N,

1
Uy > 3" La suite u ne peut converger, sinon sa limite [ vérifie [ = 1+ V2 =1+1

1
(car [ > 3 > 0).
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Il reste & montrer que

lim u,, = +o0
n

en établissant que u est croissante. Pour cela, on raisonne par récurrence sur n
pour établir que Vn € N, w, 19 > Upi1 > Up.

1
e pour n = 0: uQ:1+§Zu1:§:u0;

e si le résultat est vrai a 'ordre n, alors

Up42 — Un

— >0
+1 =
" V Un+2 + /Un

Un+3 — Unt2 = /Unt1Unt2 — /Uplnt1 = /U

donc Un43 > Upta (> Uni1) -

I1-2°) Montrons que :

1
VTLZL ggun—&-l_ungl

D’une part, par croissance de u, pour tout n € N

Unyz = 1+ /Unnn < 1T+ Jud ) =14 upy

ce qui établit la seconde inégalité.
Exploitons ceci pour voir que, pour n > 1,

Unto—Uni1 = 1+ Uit —Uns1 > 1+ (U1 — 1) Unsr —Unsr = 14+© (tng1)

-2
ot (z) = +/(z — 1) x—x est définie sur [1, +00[. On constate que ¢ (ug) = 3

Comme u, 1 > us pour n > 1, il suffit d’établir que ¢ est croissante pour obtenir

-2 1
un+2—un+121+?:§. Or ¢ est dérivable sur |1, +oo[ et pour z > 1,
2
' 2¢ — 1 —Vvr—1
EYP S Tl S
2y/(z—1)x 2y/(x—1)x

I1-3°) On calcule facilement :
Vn € N, Apy1 = 2un+2 — Up41 — Up

Comment faire le lien avec ce qui précede 7 Constatons que

Unt1 + Un = (VU — /Uns1) gt 2/ Untni1 = (\/Un — /Unt1) 2+ Qg — 2
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donc
Qny1 = 2 - (\/ Un — +/ un+1)2
Mais

Up — Un+1
A/ Up — /U =
n n+1 ,—u” i ’—UnJrl

converge vers 0, puisque u,, — u est bornée et lim /u,, = lim ,/u = 4-00.
g , P q n n+1 o n o n+1
On en déduit

lim o, = 2.

D’apres la question I-3., on en déduit

limv, = =
n

. 2 .
On a u,y1 = up + v,. Comme limv, = 3 et limwu,, = +oo, le terme v,, est
n n

négligeable devant le terme u,, et

Up+1 ™~ Up.

La série Y a, est trivialement divergente, puisque o, ~ 2. D’aprés un théoréme
n n
de sommation (on a bien «, > 0 car v, > 0), il en résulte que > aj ~ > 2=
k=0 k=0
2(n+ 1) donc

n

> ag ~2n
k=0
Mais . . .
Zak = ka + 2ka+1 = Up + 2Upy1 — 2up ~ 3u,
k=0 k=0 k=0
. Uy  2Upqy 2ug . .
car lim| —+ ————— | =1+ 2— 0= 3 puisque u,1 ~ u,. Il en résulte
no o\ Up U, Uy,
2n
Uy ~ —.

3

D’aprés un calcul vu a la question 3°)

2
Un
Wopr = G = 2=~ (Vi — Vi) = - <—m /u—)
n n+
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4

_ ,UT2L+1 o__9
= 5 5

U, (1 + /M) 2 4
Up 3
donc,

-1
Wy ~ —.
6n

I1-6°) (a) On cherche & exploiter le résultat précédent:

4
B, = by + 2b,11 = Up + 2Up 1 — 20 — 3
Or d’apres un calcul antérieur
Up, + 2Up i1 :2u0+zn:ozk:2—|— Y (wg + 2) :§+2n+zn:wk
k=0 3= 3 k=0

donc

k=0
Toujours par théoreme de sommation sur les séries divergentes positives,

_zn:w 1 1_|_1_|_ _|_l lIl_TL
" 6 2 o 6

et la constante étant négligeable devant ce terme,

Inn

SO

(b) On a byy1 — by = Vpy1 — g donc

On a §,, = b, + 2b,41 = 2(bpy1 — by) + 3b,. Comme lim 3, = 400 et

lim (b,41 — b,) = 0, sans difficulté

limb,, = +oc.
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|
(c) Mieux: par négligeabilité, 3b, = 3,, — 2 (bpy1 — bn) ~ —% d’ou il vient

Inn
bn——1—8+o(lnn)
On en déduit
u —Q—n—m—n—l—o(lnn)
"3 18

Probléme 11

1°) Clairement, ker (f) C ker (f* o f). Réciproquement, pour tout x € ker (f* o f),
If @)1 = (@, £* 0 f (2)) = (,0) = 0 donc € ker (f).

ker (f) =ker (f*o f).

D’aprés le cours, f* o f est auto-adjoint et (ker (f))" = (ker(f*o f))" =
Im (f*o f)" =Im(f*o f)

Im (f* o f) = (ker (f))".

2°) (a) Ona: f€ GL(E)N A<= f*of=1Iy<= fcO(E)

GL(E)NA=0(E).

(b) Si f est un projecteur orthogonal, alors f* = fet fof*of = fofof=f
(car fo f = f) donc f € A.

A contient les projecteurs orthogonaux.

3°) D’apres le cours, f*o f est un projecteur orthogonal si et seulement si (f* o f)o
(f*o f)=f*ofet(f*of)" = f*of,doncsietseulement si f*ofof*of = f*of
puisque f* o f est toujours auto-adjoint. Cette condition équivaut a : Vo € F,
ffoflffof(x)—a] =0g, ouencore a Vo € E, f*o f(x) —x € ker (f* o f),
ou enfin, puisque ker (f*o f) = ker f, aVx € E, fo f*o f(x) — f(z) = Og,
c’est-a-dire & f € A.

f € A si et seulement si f* o f est un projecteur orthogonal.




4°)

5)

6°)
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Si f € A, alors f* o f est un projecteur d’image (ker (f))" donc pour tout z €
(ker (), f*o f(z) =z ot |[z|* = (x, f* o f (x)) = (f (x), f (2)) = | f ()|
et Pon a bien ||f (z)|| = ||| pour z € (ker (f))".

Réciproquement, il s’agit d’établir que f* o f est un projecteur orthogonal, ou
tout simplement qu’il s’agit d’un projecteur puisque f* o f est auto-adjoint.
Or cette application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions aux
espaces supplémentaires ker f et (ker (f))". Elle est nulle sur ker f; il reste a
établir que f* o f (z) = z pour z € (ker (f))*.

Soit donc z € (ker (f))*. Alors y = f*o f(z) —z € (ker (f))", et z+y €
(ker (f))*. Grace a I'hypothese,

2(f (), fw) = If@+FWIF=1f@IF=If Wl
= If @+l =1f @I = If @I
= |lz+yl* = llzI” - lly)?
= 2(z,y)

d’ou T'on tire (f* o f(z),y) = (z,y) donc (f*o f(z) —x,y) = 0, puis f* o
f(z) —x =0g puisque y = f*o f (z) — z. Ceci achéve la démonstration.

f € Asi et seulement si Vz € (ker (f))", ||f ()] = ||z| .

Puisque f € A, f* o f est un projecteur, et tout x € E se décompose suivant

Alo w—frof(x)+f of (x) €ker(f*o f)@Im(f o f) =ker f@ (ker(f))".

lz = f*o f ()|

= ||z||* = ||f*o f(z)|* (théoreme de Pythagore)
Jll* = |1 o f* o f (@)]]° (dapres 4°) puisque f* o f (x) € (ker (f))*)
lzl* = ILf @)” (car f € A)

Comme f* o f est un projecteur d’image (ker ( f))L, il en résulte
v € (ker(f))" <=z =f"of(x) < |z—fof(@|=0|f(@I=]|]

soit

(ker (f))" = {z € E;||f ()] = |||} -

Onavuque O(E)=GL(E)NAC A. Puisquon travaille en dimension finie,
Papplication linéaire (respectivement bilinéaire) v € L(E) — (u,u*) (resp.



)
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(u,v) € L (E)® — uowv) est continue. Par composition, ® : u € L (E) — uou*
est continue et O (E) = &' ({Ig}) est fermé comme image réciproque d'un
singleton, donc d'un fermé. Ainsi O (E) = O (E) N A est un fermé de A.
D’autre part, comme complémentaire d’un fermé, R* est ouvert, et ’application
multilinéaire det étant continue, GL (E) = det™ (R*) est ouvert, donc O (E) =
GL (E)N A est un ouvert de A.

O (FE) est un ouvert et un fermé de A.

Si f est nul, alors sa norme aussi. Sinon, d’apres le cours, cette norme subordon-
née dans un espace euclidien se calcule aussi par la relation N (f)* = N (f* o f).
Or f* o fest un projecteur (non nul) donc N (f* o f) = 1 puisque d’une part,
d’apres le théoréme de Pythagore

1F= o f (@) = llzl* = llz = f* o f (@)II* < ||

donc N (f* o f) <1 et d’autre part, pour z € Im (f* o f), || f* o f (2)| = ||z|| <
N (f*o f)|lz|| dou N (f*o f) > 1 en choisissant = non nul, ce qui est possible
puisque f* o f n’est pas nul. D’ou

N(f)=0sif=0et N(f)=1 sinon.




