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(11 pages )

Pour la résolution de ce probleme, je fais plusieurs fois appel a des résultats n’apparaissant pas dans le programme
officiel MP mais, pour certains (pas tous), dans "’annexe MP*”, posant d’ailleurs la question du statut des
approfondissements présents dans cette annexe: peuvent-ils étre utilisés sans démonstration par les candidats ?
sont-ils exigibles 7

Ces résultats sont repérés par [HP z] et commentés en annexe.

Puisque f est C?, on dispose de la formule de Taylor-Young & I'ordre 2 en 0 [HP 1]: f(u) = f(0) + Df(0)u +

5 (u%g—é(O) + 2u1u23—6f—( 0) + qu f(0)> + o(|u|?). On a donc bien N (u) = O(|ul?) au voisinage de 0 .

Le théoréme d’inversion locale [HP 2] donne, puisque f est C? sur R? et que Df(0) est inversible,

JU, € V(0), 3V; € V(£(0)) =V(0), 3g: Uy — Viun C? difféomorphisme, tels que f‘Ul =g
Soit Ry > 0 tel que B,(0,Rg) C Vi (B,(0, Ry) désigne la boule ouverte de cenre 0 et rayon Rg) et U =
g ! (BO (0, RO)). U est un ouvert en tant qu’image réciproque d’un ouvert par une application continue, 0 € U

donc U € V(0) et f‘U = g‘U est un C? difféomorphisme de U sur g(U) = B, (0, Ro).

IRy >0, 3U € V(0), U ouvert, tels que f‘U C? difféomorphisme de U sur B, (0, Ry) .

Montrons les résultats par récurrence sur n > 0.

Pour n = 0, (Jc y) = (2(0),y(0)) € B(0,R) et (z(0),y(0 )) ( y). Si les résultats sont vrais pour n,
[ (z,y) = (z(n),y(n)) € B(0,R)NU C B,(0, Ry) donc f~*(f~ ) f7" 7 (z,y) est défini. D’autre part,
(x(n),y(n)) € U et (z(n+1), (n+ 1)) < B(O R) B, (0, Ro) dOHC (@(n),y(n)) = f((x(n +1),y(n +1))) =
(x(n+1),y(n+ 1)) = f7 ((x(n),y(n)) = 7 (f " (2, y) = f7"7 1( y) et donc f7""!(z,y) € B(0, R).
Done o) € MR, Vo 0, oy cot it FonGorg) € B, (omata) o priong)

O N

f(x,y) = (57,2y) + O(|(z,9)) = (52, 2y) + o(|(z,y)]) donc Df(0)((x,y)) = (32,2y) et A= (

0

NE
o M (R) est toujours défini pour tout R > 0 et, ici, f"(z,y) = (5=, 2"y) donc (z,y) € M,(R) si et seulement
si Vn, Max(g=|z[,2"y]) < R et (5=2,2"y) 0 (0,0). Ceci implique que y = 0 et, pour n = 0, |z| < R.

Réciproquement, |z| < R = Vn, g=|z| < R donc, finalement, M (R) = {(z,0) | |z| < R} .

o Ici, f~1 est deﬁnie sur R? car f est un endomorphlsme inversible.
D’apres 1.3., M;(R) C {(z,y) | Vn, |f )| < Ret f7"(z,y) —+> 0}, mais, si (z,y) appartient & ce

dernier ensemble, en prenant U = R?, la suite définie par (z(n),y(n)) = f~"(z,y) appartient & (B(0, R) N U)N
et vérifie (z(n), y(n)) = f((x(n + 1),y(n +1))), (x(0),5(0)) = (z,y) et ( (n),y(n)) —— 0 donc My(R) =




ENS, 1997, épreuve commune Cachan-Ulm 2/11

. 6.a.
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{(z,y) | Vn, |f™(z,y)| < Ret f"(z,y) f— 0}. Et donc, comme ci-dessus et puisque f~!(z,y) = (2z, 1v),
Mi(R) ={(0,9) | ly| < R} .

On a g(x,y) = 4o(|(z,y)|) donc Dg(0) = 0. Munissons £(R?) de la norme subordonnée |||L||| = Sup %
u#0

v — [[|Dg(v)]|]| est continue sur R? comme composée d’applications continues et donc IR, > 0, |v| < R, =

[||Dg(v)]|| < o. Appliquons I'inégalité des accroissements finis sur B, (0, Ry), V(v,v") € (B,(0, Rg))Q, lg(v) —

g(v")| < ajv —v'|. De méme, IRy, > 0, V(v,v') € (BO(O,Rh))Q, lg(v) — g(v")| < ajv —/|.

Prenons finalement 0 < Ry < Min(Ry,, Ry, Ro), on a Ry €]0, R1[ et on a V((Jc, y), (', y')) € B(0, Ry),

lg(z,y) =g’ )| < al(x =2,y =y )| et [h(x,y) = h(z',y)| <oz 2",y —3)| .

o Puisque (A, 1) € c? et par continuité de g et h,

(%)\(n ~ 1)+ (A — 1), uln — 1), 5 [+ 1) h(Am) M(n))D — (o +9(0,0), 5[0 h(0, 0)]> 0

n—-4oo

donc xr(z, (A, p)) € .
o D’autre part, pour n > 0,

S+ 1= 1] < S+ D1+ ) ] < 5[—-+ AW, u) - 10,0
< %[R+a|()\(n),u(n))|} < %[R—i-aR} < %R <R

et, pour n =0, |z| < R et, pour n > 1, comme ci-dessus,
1

330~ 1) 9(A = )oln= 1) <

<

donc xg(z, (A, 1)) € P(R) .

On a:
e, () () = e (o (V. ) ()] = [ (@), ()| = Max ([a(m), [o(n)]

avee, pour n > 1, a(n) = g (A(n — 1) = N(n= 1) + g\ = 1), pu(n = 1)) = g(N'(n = 1), #/(n = 1), a(0) = 0 et
b, = %[M(n +1)—p'(n+1)— h()\(n); M(n)) + h()\'(n), u'(n))} Et on a, pour n > 1,
lam)} < %W” — =X -=D|+[g(\n = 1), p(n—1)) = g(XN(n = 1),p4/(n = 1))]
S %P‘(” —1)=XNn—-1)|+a|(An—-1),u(n—-1)) = (N (n— 1), (n—1))]
< (% +a> O ) = (V1) o

et, pour n > 0,

b)) < & [l -+ 1) = (1 )]+ [BAm). () — AN (). ()
< % [u(n+1) =i/ (n+ D]+ a|(A(n), p(n)) — (X (n), ' (n))]]
< %(1 +a)||[(A ) = (N )|, < (% +a> A ) =NV, 1)l
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I. 6.c.

. Pour R €]0, Ry], on a °(R) C °(Ry) et, pour z € [-R, R], xr(z,.) = xr, (, )‘

. ¢ Puisque (z,y) € M (R), f"(z,y) p—— 0 et Vn, |f*(z,y)| < R donc la suite (f"(z,y))

. © Montrons par récurrence sur n que (Ag(n), pq(

donc HXR(.T, ()\,u)) — XR(-Ta ()\Iaﬂl))Hoo < (% + a) ||()\,M) - ()‘Ia//)”oo :

XR(-Ta ()‘a M))(n)_XR(-Ta ()‘Ia MI))(TL) = { Eg,g)xl, 0) 21 Z; (1) donc HXR(-Ta ()‘a M)) - XR(-TI, ()‘a M))H = |.1‘ - xll :

>

© s est une contraction d’une partie fermée d’un espace vectoriel normé complet donc le théoréeme du point
fixe [HP 3] donne directement que s admet un unique point fixe dans Bp .

o N(u(s1) —u(s2)) = N(#s, (u(s1)) = @5, (u(s2))) < N (s, (uls2)) = ¢s, (u(52))) + N (s, (u(s1)) = s, (u(s2)))
<clsy — sa| + tN(u(sl) — U(SQ))
donc N(u(sl) — U(SQ)) < 1S—t|sl — 82| donc u est lipschitzienne .

. En notant ¢, = xr(x,.) Vapplication (X, u) — xr(z, (X, 1)), on a d’apres L.6.a. que ¢, est définie sur ¢”(R)

et & valeurs dans c(R), d’aprés 1.6.b. que ¢, est t-lipschitzienne avec t = % + a0, 1] et d’aprés 1.6.c. que
|0z (A, 1)) = ar (A, u))”oo < |x —2'| pour (z,2’) € [-R, R]. Pour pouvoir appliquer le résultat de 1.7. il suffit
donc de montrer que (%, ]| [|«) est complet.

Or on sait que si F est un espace vectoriel normé complet et A une partie d’'un espace vectoriel normé,
(B(A,E),|| lls) est complet [HP 4]. En particulier, B(N,R?) est complet. II suffit donc de montrer que
¥ est une partie fermée de B(N, R?). Soit donc (()\p, Mp))pEN une suite d’éléments de ¢ qui converge dans

B(N,R?) vers (A, u). On a donc (A, p1p) B> (A, ) sur N et, comme Vp, lirf (Ap(n), up(n)) = (0,0) le
théoréme d’interversion des limites donne lirf (A(n), u(n)) = (0,0) donc (A, i) € . On en déduit ® fermé
donc complet ce qui achéve la démonstration.

Donc il existe un unique (A, p1) € °(R) tel que xr(z, (A, 1)) = (A, )

O (R)" On a donc (\E, uff) =

xr(z, AE, pl)) = xr, (x, (AE, 1)) done, par unicité du point fixe de xg, (z,.), (A\F, pf) = \Fr, pli) .

x X

. o En appliquant I.7., on obtient que [—Ri, Ri] — ¢°(R;) est lipschitzienne donc, par définition,

e (A )
[—Ry, R1] — est lipschitzienne .
z = (Azs Ha)
o Pour (z,2') € [~Ry, R]?, [(x) — ()| = |112(0) = par (0)] < [(As(0), 12(0)) = (Nar(0), 17 (0))] < [|(Na, p1) —
(Aar, par)|| ., < K|z — 2’| donc 1 est lipschitzienne .

nen appartient a

A(R).
Posons [ (xz,y) = (A(n), u(n)), on a (A(0), u(0)) = (x,y) et, pour n > 1,

(). () = (220 = 1) + g(An = 1), pln = 1)), 2u(n = 1) + h(A(n = 1), uln ~ 1))

ouaussi p(n+1) = 2u(n)+h(A(n), u(n)) d’otton tire p(n) = % [u(n—i—l)—h()\(n), u(n))} . Donc xg(z, (A, 1))(0) =
(z,1(0)) = (2, y) et, pour n > 1, xr(z, (A, 1)) (n) = (A(n), p(n)) donc xg(x, (A, 1)) = (A, p) et donc, par unicité
du point fixe, (f"(z, y))neN = (g, ) -

o En particulier, y = 15(0) et on a 2| < R donc My(R) C {(x,¢(x)) | |z| < R} .
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Pour n = 0, on a (A;(0), 112(0)) = xr (2, (As, pta)
() par définition. Si ceci est vrai pour n — 1,

fn(xa w(‘r)) = f()‘z(n - 1)a Mz(n - 1))
_ (é)\z(n — 1)+ 9N (n = 1), po(n = 1)), 2p5(n = 1) + Az (n = 1), po(n — 1))) :
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IT.1.c.

Or la definition de (Ay, yt;) donne Vn > 0, pg(n) = 5[ps(n+1) — h(Xz(n), piz(n))]) done 24 (n — 1)+ h(Az(n —
1), pa(n—1)) = pz(n) et Vo > 1, Ag(n) = $X(n—1) + g(Az(n—1), pz(n—1)) ce qui donne bien f"(z, ¢ (x)) =
(e (1), pa (1))

Donc Vz € [—Ry, R1], (Mg, i) = (f"(x,w(x)))neN )

o Or (Ag, fiz) € °(R) donc f™(x,(x)) " 0 et Vn, |f"(z,9(x))] < R et donc (z,9¥(z)) € Ms(R). Avec le

résultat du b., on obtient M4(R) = {(x,w(x)) | |z] < R} )

2 0
0 3
de = et y en considérant f = so f~'os avec s : (z,9) — (y,z). f est C? sur R? de différentielle en 0

(0) =s0Df~1(0)os (Ds(0) = s car s linéaire) de matrice dans la base canonique A. Or, comme en I.4.b.,

do
Mi(R) = {(2,9) |V, |f~"(,)] < R et f7(e,4) —— 0} et f=" =50 " o5 donc

.OnaDf1(0) = (Df(O))_1 de matrice dans la base canonique A~! = ( 1 > 11 suffit d’inverser les roles

IRy, VR €]0, Ry}, Mi(R) = {(0(y),y) | ly| < R} avec 0 lipschitzienne sur [Ry, Ry] .

La décomposition du polynéme caractéristique de Df(0), P4, en produit de polynémes premiers dans R[X]
s’écrit :
Pax)= T (x=2)™ [ (X*+0,X +¢,)”
1<i<p 1<j<m

avec ()\i) » les racines de P4 et b? —4c; < 0.

1<i<

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous donne P4 (Df(0)) = 0 donc R = Ker (PA (Df(O))) et le théoreme de

décomposition des noyaux donne, puisque les facteurs ci-dessus sont premiers entre eux,

R = @ (DF(0) - \1a)™ @D ((DF(0)? +b;Df(0) + e;1d)™ .

1<i<p 1<5<m

Pour simplifier I'écriture, posons D, = {i tels que [A;] > 1} et D’ = {i tels que |\;| < 1}. Puisque P4 n’a
aucune racine de module 1, D', et D’ forment une partition de {i, 1< < p} et Dy, D_ forment une partition
de {j, 1§j§m} doncRd:E+@E_ .

o Soit Q. = ] (X — )\i)ai 11 (X2 +b;X +cj)ﬁj pour € = + ou —. Le théoréme de décomposition des noyaux
ieD!. jeD.

donne E. = Ker(Q-(Df(0))). En particulier E et E_ sont stables par Df(0) .

o Placons nous dans C? muni de la norme hermitienne canonique notée aussi || ||2 et, en identifiant A & 1’élément

de [(C?) de matrice A dans la base canonique, posons F. = Ker(Q.(A)).

On peut écrite Q_(X) = [] (X — i)™ ol les vy sont les racines dans C de Q_ donc |vi| < 1. Donc
1<k<q
q
F_ = @1<k<qur((A — VkId)%). Soit © € E_ C F_, x s’écrit © = > xy, avec xy € Ker((A — VkId)%) et
== k=1

q
alors (Df(0))"z = A"z = 5. A"z. Or Ker((A - VkId)%) est stable par A, notons Ay ’endomorphisme de
k=1
Ker((A - VkId)%) induit par A, on a (A — VkId)% =0 donc
Tk

Ap = (nld+ Ay —dd)" =Y 8
=0

n=1)---(n—i+1)
7!

l/]?_i (Ak - l/kId)i
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(égalité valable méme pour 0 < n < 7). Donc

(DFO) s =3 [2 nn =) mid ) iy, ukld)ixk]

gl

k=1 Li=0
et donc
a [ .
nn—1)---(n—i+1) _ ;
I(DF(O) x|z <> [Z g el 1 (A = vaTd) 1] il
k=1 Li=0 )
Mais zx = pg(z) o (px),_, ..q &t la famille de projections associée & la somme directe donc |zl <

[|lpkl|]|z|l2- Donc

IDFO) s < [l [Z ple 2 D P D o (A = vidd) | |||m|||] -
k

gl
—1 Li=0

Soit v_ telle que 1 > ~v_ > kl\/{ax 238
=1,..q

DD [Z 1) T ) o e wda) | |||pk|||]

gl

n
Vg

>

k=1

i lin(n—1)~~(n—i+1)

’i!|l/k|i

n—-4oo

11 (A — vild) [ |||ka||] —20
=0

car

Vi
o ‘ < 1. Donc

1 G| &Enmn—1)---(n—i+l), . . i
Je >0, VnZOTZ[Z : 3 (A ) il < -

et donc, finalement,

Jy_ €]0,1[, Je— >0, Vee E_, Yn>0, [(Df(O)"z|2 <c_y"|z]2 .

o A et A”! commutant, F; est stable par A~! et les valeurs propres de I’endomorphisme de F induit par
A~1 sont les inverses de celles de I’endomorphisme de F, induit par A. Elles sont donc de module strictement
inférieur a 1 et donc, comme ci-dessus,

v+ €]0,1], Feq >0, Vye Ey, Vn >0, [[(Df(0) "yll2 < iyt llyll2

et, en prenant v = Max(v_, 7+) et c= MaX(c_, c+), on a

37 €J0,1[, 3c¢>0, Vn>0, (Vo€ E_, |[(Df(0)"x2 < 7" ||z]|2 et ¥y € Ex, [[(DF(0) "yl < " [lyl2) -

o Les deux suites (" [[(Df(0))"2P-u), -, et (Y "[(Df(0))""Pyull2), -, sont bornées par ¢ donc |u] est bien
définie. B B
>On a|ul >0et|u =0= |P_u|]- = |Pyu|+ = 0 car |P.u|c > 0. De plus, en prenant n = 0, on obtient
| P-u|c > || P-ul|2 donc || P.u|l2 =0 done P_u = Pyu =0 et donc u = 0.
> Dhrl = Sup(IN v I(DS0))"al) = [N Sup(y [(DF0) ") = ]| et de méme pour | |1 et done
| Auf = Max(|A| [P_u| -, [A||[Pul 4 ) = [A]]ul.
> |z +a| = Sgg(v_"H(Df(O))"x +(Df(0)"a']]2) < Sgg(v‘"l\(Df(O))"sz +7 " [(DF(0))"2[|2)

< Sup(y I(DF0)"elz) +Sup(a = | (DFO)"¢'2) = bl + 12 et de méme pour | |



ENS, 1997, épreuve commune Cachan-Ulm 6/11

Et donc |u+ v| = Max(|P_u+ P_v|_,|Pyu+ Pyv|4) < Max(|P_u|— + |P_v|_,|Prul— + [Pyv|4) < |ul+ |v].
Donc | | est une norme sur R? .

oPourx € E_,Vp>0,(Df(0))Pz € E_ et on a

[(Df(0)Pz]- = Sgg(f”H(Df(O))"*pwHﬂ =" Egg(f”‘pﬂ(Df(O))"+p$|\2) =" Egg(f”H(Df(O))"ﬂb) <APlf-

et de méme pour | |+ donc

Vp>0, (VzeE_, |(Df(0)Pz]- <APlz|- et Vye Ey, [(Df(0) Pyls < ePlyly) .

I1.2. La démonstration faite au I.1. en utilisant la formule de Taylor-Young [HP 1] conduit au résultat (toutes
les normes sur R? sont équivalentes donc, pour i = 1,...,d, |u;| < kMaXd|uk| = JJulloo < Klu| c’est & dire
|uil = O(Jul)).

I1.3.  f(z,y) = (P_Df(O)u + P_Nu, PLDf(0)u + P+Nu) = (B_x + B_y+ G_(x,y), Byz + Byy + G4 (=, y)) or
E_ et E4 sont stables par Df(0) donc Df(0)x € E_ donc Byxz = Py Df(0)x =0 et, de méme, B_y = 0 donc
fla,y) = (B—w +G(2,9), By + Gy (z, y))

I1.4. E, étant stable par Df(0), Vy € E4, Byy = Df(0)y et donc Sp (B+‘E+) C Sp(Df(0)) donc 0 ¢ Sp (B+‘E+)

et donc B définit un isomorphisme de F .
+E i +

II.5. G.= P.oN est C? comme composée de fonctions C? et DG.(0,0) = DP.(0,0) o DN(0,0) = P. o0 = 0 donc
la démonstration faite en I.5. peut étre recopiée ici.
DoncVa €]0,1—7[, IRy >0, Ve =4 ou —, Y(u,u'), |u| < Ryet|v/| <R = |Ge(u) — Go(u)] < afu—1u|.

IT.6. o Par continuité de G_, G4, B_, By' avec G_(0,0) = G4(0,0) = (0,0), on a (A, u) € ® = xgr(z,(\, 1)) € °
De plus, |z|- = |z| < R et, pour n > 1,

|B_An —1)+G_(A(n—1), u(n—1))|_ < |B-An—1)|_+|G_(A(n —1),u(n—1))|_
< |DfO)A(n — 1)|_ 4+ a|(A(n — 1), u(n —1))|_
<yAn -1 +eR< (y+a)R<R
et, pour n > 0,
B [u(n+1) = G (M), p(m) || = | DFO) [l +1) = G (M), ) ||| < [l +1) = G (M), )
<y luln + DIy +7 |G (Am), sm)] . < 3[R+ a|(An), u(n) ]
<Y1+ a)R<(v+a)R<R

donc (X, p) € °(R) = xr(z,(\ p)) € (R) .
o Ona:
) () = X, (N, 1)) ()] = | (a(n), b(m)) | = Max(|a(m)| -, [b()] )
avec, pour n > 1, a(n) = B_(A(n—1)=XN(n—1)) +G_(A(n—1), u(n—1)) =G_(XN(n—1), ' (n—1)), a(0) = 0
et b, = B} [u(n—i— 1) —p/(n+1) = G4 (A(n), u(n)) + G+()\'(n),u'(n))}. Et on a, pour n > 1,

‘XR(

la(n)|- <v[A(n—=1) = N(n—=1)|_+a|(A(n—1),p(n—1)) = (N (n—1),4'(n - 1))|
<(r+a)||hm) =WV )]
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IL.7.

I1.s.

I.1.

et, pour n > 0,

b(n)|4+ < v [lu(n+1) = p/(n +1)|4+ + |G+( (n), u(n)) = G+(N(n), ' (n))]]
<v[lnn+1) - (n+1 |+a|( n)) (N(n), 1’ (m)) ]
<AL+ ) ||(A ) = N 1) a)|| p) = (N )|

donc HxR(w, (A1) = xrlz, (X, 1) H (y+a) || w) =N, )|, -

o XR(-T; .) vérifie donc les hypotheses du théoréme du point fixe (la complétude de ¥ étant acquise par la
démonstration faite au I.8.) et donc I!(A, ) € (°(R), xr(z, (A 1)) = (A p) .

o Notons (A, uff) ce point fixe. La démonstration faite au I.8.b. s’applique sans changement pour montrer
que (AZ, u) est, en fait, indépendant de R € [|z|—, R1]. On conclut donc

Vo € E_ N B(0, R1), 3!(Ae, pta) € " (R1) tel que VR € [|z], R1], (Ax,pta) € °(R) et Xr (2, (Aas ) = (Ao ) -

o De plus, comme au L6.c., ||xr(z, (A 1)) — xr(2/, ()\,u))H = |z — 2’| et, comme au I.9.a., on en déduit

grace & LI.7. que © — (A, 142 ) est lipschitzienne sur E_ N B(0, Ry) .

o Toujours comme au I.9.a. ¥_ est lipschitzienne sur £_ N B(0, R1) et on a, pour z € E_N B( Ry), () =

MZ(O) € E+ et |¢—( | - |w—( |+ - |MZ( )|+ = |()‘Z(O)’Mz(0 | = || z;ﬂz) - ()‘z aﬂz
’lb_(E_ ﬂB(O, Rl)) C By ﬂB(O, Rl) .

| < R; donc

o Soit (x,y) € Ms(R), f™(z,y) . 0 et Vn, |f"(z,y)| < R donc la suite (f"(z, y))neN appartient & c’(R).
Si f™(x,y) = (A(n), p(n)), on a (A(0), u(0)) = (z,y) et, pour n > 1,

(A(n), p(n)) = (B-A(n = 1) + G (A(n = 1), u(n = 1)), Byp(n — 1) + G (AM(n — 1), u(n — 1))

donc p(n) = By! [u n+1)—Gy(An )}- Donc xr(z, (A, 1)) = (A, p) et, pour n > 1, xg(z, (A, 1)) (n) =
(AM(n), u(n)) donc xr(z ,()\,u)) = ()\,u) et donc, par unicité du point fixe, (f"(x,y))neN = (Az, ). En
particulier, y = 11,(0) et on a |z| < R donc M(R) C {(z,v—(x)) | |z| < R} .

o Réciproquement, soit x;nE_ N B(0, Ry), montrons par récurrence sur n que (A;(n), 4 = .
Pour n = 0, on a (As(0),#2(0) = X (2 e 1)) (0) = (. BZ ' [u(1) — G+(\(0), u(0))]) dome A,(0) = =
(12:(0) = 1 (z) est donné). Si ceci est vrai pour n — 1,

fn(‘raw—(‘r)) :f()\z(n ) Mz(n_l))
= (B-Xs(n=1)+ G-(Aa(n = 1), po(n = 1)), Bypia(n = 1) + G (Aa(n = 1), pa(n — 1)) .
Gy(A(n — 1), u(n = 1))]) et Ap(n) =

(n ) piz(n))-
et donc (z,¢_(z)) € M;s(R). Donc

Or la definition de (A, ptz) donne Vn > 1, py(n — 1) = B '[u(n) —
IAn — 1)+ g(A(n — 1), u(n — 1)) ce qui donne bien f"(z,¥_(z)) = (A
Or (Mg, i) € () done f*(x, - (v)) —— 0 et Vn, |f"(z,v-(2))
{(z,9-(2)) | |z] < R} € ML(R) .

Finalement, M (R) = {(z,¢_(z)) | || < R} .

8

| /\

o Montrons que Ve = + ou —, V(x,y) € B(0, Ry), V(h*,h?) € E_ x Ey, |DG:(x,y)(h', h?)|c < af(ht, h?)].
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I.2.

II.3.

Si (x,y) € Bo(0,Ry), 3 > 0, Vt E]O el, (z,y) +t(h',h?) € B(0, R;) et IL.5. donne |G.(x + th',y + th?) —
Ge(z,y)| < alt||(ht, h?)| donc ‘—f (z +th',y + th?) — Gg(x,y))‘ < a|(ht, h?)| et, en passant a la limite pour
t pordll 0, |DG:(z,y)| < a|(h',h?)|. Le résultat souhaité est vrai sur la boule ouverte B,(0, R1) donc, par
continuité de (z,y) — DG.(x,y), sur la boule fermée B(0, Ry).
o Le fait que Vo € E_ N B(0, R1), V(A1) € °(R1), Dax(z, (A, pn)) € L(c°) est clair.
Puisque Vk, (A(k),p(k)) € B(0, Ry), en appliquant ceci et IL.1.d, on a, pour tout (¢',2?) € ¢°, tout d’abord,
pour n > 1,
Xl <2letn— D] +a| (0 - 1,20 - 1)
<O+a)|Em-1,Em-1)| <+ ),

puis, pour n > 0,

[ Xa(n)|+ < [le*(n + 1))+ + |DG+ ( ) p(n))(e'(n),e*(n))|]
<[l + DIy + 0] (1 (n), ()]
< (1 +a)(= ) 7+a)||(51a5)||
donc Vn > 0, [(X1(n), X2(n))| < (7+a)||(51,52)|| donc ||(X1(n), Xa(n )|| (v+ )| (e e )||OO et donc

Dax(w, () € £() et

Vo € E_NB(0,R1), Y\, p) € (R1), |[|Dax(z, (A p))l|]c <v+a<1.

On a vu que ¥ est complet pour || ||o0, on sait qu’alors ([HP 4]) £.(c") est complet pour la norme subordonnée.
Or dans une algébre normée compléte d’unité e, comme L.(c), on sait que |lu|| < 1 = e —u inversible d’inverse

—+oo
> u™. Dong, ici, Vo € E_ N B(0, Ry), V(A n) € c®(R1), Id— Dox(, (A, 1)) est inversible .

© On a évidemment || Dy x(z, ()\z,uz )(h)|los = |(R,0)] = |h|—= = |h| donc Dyx(z, (Aes ptz)) est une application

linéaire continue de E_ dans ¢°. Le résultat utilisé ci-dessus donne aussi que [Id Dy x( Az, uz))] = L(c%)
donc, en tant que composé, Vo € E_ N B(0, Ry), A(z) € L(E_,°) .

© On a déja x — Dlx(x, Az, uz)) est continue sur F_ N B(0, Ry) car constante.
D’autre part, soit (z,z) € (E— N B(0, Ry))” et (e',e%) e .
Posons (D2x(z, (Az, pta)) — Dax (2, (Aars ptar))) (€1, €%) (n) = (Ya(n), Y2(n)). On a:

v = 1, Vi)l = |(DG-(u(n), pa(m) = DG- (A <n>,uzf<n>>) (' (n—1),2(n - 1))

< ||[P6- ), e () = DG (har (0), s ()| (€1 (1= 1), 230 = 1)

< |||PG - ), () = DGO (), g )| || 1

Vi =0, [Va(n)ls =[BT (DG O (n), pra(n)) DG+<Azf<n>,uzf<n>>) (el<n>,52<n))\
< 7| (DG+ (e (), ra(m)) = DG (s (), mm)) ('), e%))\
< || PG a0 p120) = DG (s () s ()22

D’autre part, (x,y) — DGc(x,y) est C! sur E_ x Ey car G. est C?. Notons D(DGE)(.Z‘, y) la différentielle de
cette application ( D(DG.)(z,y) € L(E- x E4, L(E_ x E4, E.)) ). D(DG;) est bornée sur B(0, R1) car con-

D(DG h', h?
tinue sur ce compact et, avec M, =  Max Sup 1D E)(lx’ y2)( il
(@.9)€B(O0,R1) \ (h1,h2)%0 [(h*, h2)]

et en utilisant I'inégalité des accroissements finis sur B(0, R1), on obtient

+

+

) et M = MaX(M+,M_)

V(z,y) € B(0,Ry), V(2',y') € B(0, Ry), |||DG T,y) — DGE(Jc',y')||| §M|(Jc,y) —(x',y')| )
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I.4.

Donc, puisque Vn, (A;(n), uz(n)) € B(0, Ry), les inégalités précedentes deviennent :

[Yi(n)|- < M| aMCE(”)()‘Z’(”)aMCE’(”)|H(51’52)”00
Ya(n)|+ < yM|(Au(n), pz(n)) — Aar (n), par ()] || (€1, €7) || o

donc Vn > 0, |Y1(n)|= < M||(Ae, i) — (Aars ptar) OO||(51,52)||OO et de méme pour |Y2(n)|4.
Ensuite, on a vu au IL.7. que x — (A, ;) est lipschitzienne. En notant & une constante de Lipschitz, on a

Ml < Mk~ 2], et Valls < 3MEle— 2]

Donc, finalement, ||(Y1, YQ)HOO < Mk:|x — x'|||(51,52)||00 ce qui donne

[[P2x(, O 12)) = Dax(@', s o)) ||| < M| = 2|

donc x —— Do x(m, Az, uz)) est lipschitzienne donc continue .

_ +oo
Enfin, 'application B,(0,1) C L.(c®) — L.(c?) est continue car (Id — u) = > u™ et que cette série

u — (Id _ u) -1 n=0
de fonctions continues de u converge normalement sur tout compact de B,(0,1). Donc, par composée x —
[Id — Dgx(x, Az, uz))] ! est continue et, par produit, A est continue sur E_ N B(0, Ry) .

o Commencons par un résultat préliminaire: si ¢ est C? sur E_ x E a valeurs dans E. alors il existe C telle que
Y(z,y) € B(0, Ry), Y(x+h',y+h?) € B0, R1), |p(x+h',y+h?)—(x,y) — Doz, y)(h', )| < C|(h', h?)[2.
Notons a = (x,), h = (ht, h2) (h1,...,hq), et O(t) = p(a+th). O est C% sur [0,1] et 6'(t) = Dp(a+th)(h) =

d
'21 hi g;p (a+th), 0"(t) = 21 Z hih; 0 0 -(a +th). Or, par continuité sur un compact les dérivées partielles
i= i=1j=

ddpz;z; sont bornées sur B(0, R1). En particulier, 3K, Vt € [0,1], V(3,5), < K et alors

82

€

2
Vi € [0,1], 10" (8)]|e < KZ Z |hillhj] < K (Max |hi|> < K (K'|h|)? car les normes Max |h;| et | | sont
== 1<i<d 1<i<d
équivalentes. Donc I'inégalité de Taylor-Lagrange donne le résultat souhaité.

¢ On a

|| ()‘I+ha MZ-HL) - ()‘Za M:E) - A(.’L‘)(h)”oo < |||[Id - DQX(‘T’ ()‘z; Mz))]

_1|
‘ [Id - DQX(‘T’ ()‘z; Mz))] |:()‘z+ha Mz+h) - ()\za Mz)

|OO X
— Dix(@, (s 1) (1)

o0

Or |14 = Daxe. ()] 1L < 5 l1Daxte, a2 < 52 0+ )" = p=dg

Posons [Id — Dax(x, (A, pa))] [()\z+haﬂz+h) - ()\zaﬂz)} — Dix(z, (Ae, 1)) (h) = (Z1, Z2). On a
Z1(0) = Apn(0) =0 =X (0) +0—h=x+h—2—h=0

et, pour n > 1,

Z1(n) = Aon(n) = B-Agin(n —1) = DG (Ae(n = 1), po(n = 1)) Aagn(n = 1), pragn(n — 1))
— X))+ B_X;(n—=1)+ DG_(My(n— 1), pr(n —1))(Ax(n — 1), pz(n — 1))

donc, en tenant compte de Ay(n) = B_A,(n — 1)+ G_(A\,(n — 1), uy(n — 1)), on a

[Z1(n)]- = ‘G—(Az+h(n = 1) pragn(n = 1)) = G- (Az(n = 1), pz(n = 1))

= DG-(Ae(n = 1), ran = 1) [ (n = 1), o = 1) = Ol = 1), a(n = )] |

< KO = 1), o = 1)) = Q= 1), ol — 1)
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I.5.

I.6.

II.7.

II.s.

d’aprés le résultat vu plus haut.
De méme, pour n > 0,

Za(n) = pran(n) = B [ttarn(n + 1) = DG (Aa(), e (1) A (1), o ()]
— pa(m) + BT o +1) = DG4 (1), () (e (), ()]
= —B7" [G4 Oun (1), pan() = G (e (), o)

= DG (M), 12 (1) | O (), a1 (1)) = (o (0), i ()]

car piy(n) = B [uz+h(n +1) = G4 (Az(n), uz(n))} et donc
120 < BT | O (). () = Oha (). )|

Mais |()\z+h(P)aMz+h(P)) - ()‘Z(p)auz(p)” < ||()‘I+haﬂz+h) - ()\Z’MZ)HOO < k|h|
Donc ||(Z1, Z2)||, < Max(K_, [[1B3 ||+ K+ )k?|h|* et donc

3C, V(x,h)€ E? tel que |z| < Ry et |2+ h| < Ry, ||(Aaths Hatn) — (Ao, fia) — A(x)(h)”oo < Clh*.

En particulier, en regardant le terme d’indice 0 et sa deuxiéme composante, on a
V(z,h) € EZ tel que |z| < Ry et [z +h| < Ry, [¥_(z+h) —¢_(z) — P+A(x)(h)|+ < C|h?

soit ¥_(z + h) = _(2) + Py A(x)(h) + O(|h|*). Comme Py A(x) est linéaire, 1_ est différentiable sur E_ N
B(0, Ry) de différentielle Diy_(x) = Py A(z) et, comme 2 — P, A(x) est continue sur E_ N B(0, Ry), on en
conclut que 1_ est C1 sur E_ N B(0, Ry) .

On a directement (0,0) € M(R) donc, en utilisant IL.8., 1 (0) = 0 c’est a dire (Ao, o) = (f"(0,0)),
((0’ O))neN'

Or DG.(0,0) =0 € L(E- x E4, E.). Donc [Id — Dax(0, (Ao, 0))] (€', €%) = (W1, Wa) avec W1(0) = £'(0) et,
sin>1, Wi(n) =e'(n) — B_e!(n — 1) et, pour tout n € N, Wa(n) = e2(n) — B{'e*(n +1) .

EN

o Avec les notations de ML.6., on a Y. B *W,; (k) = B"'(0) + 3. B" *el(k) — B* " el (k —1) =l (n).
k=1

k=0
n+p i n—+p k k-1 —p—1
o 3 BT PWa(k)= > By Pe?(k) — By " et (k+ 1) =e%(n) — By e2(n+p+1) 2 £2(n) donc la série
k=n k=n p—+00
“+oo
> Bi_ng(kz)) converge et Y. B} FWy(k) = £2(n).
k=n
n —+oo
T(Wy, Wa)(n) = (Z B (k) S Bi_ng(kz)) .
k=0 k=n

¢ On a vu au 5. que Dy_(0)(h) = P+A(0)(h)(0) et A(0)(h) = T o D1x(0, (Ao, t0))(h)(n) = (B™h,0) donc
Dw_(O) = OL:(E,,E+) .

o M(Ry) est donc une sous-variété de RY de classe C'' qui a pour espace tangent en (0,0) E_.
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Résultats hors-programme utilisés

[HP 1] Au programme, la formule de Taylor-Young ne figure que pour 2 variables et pour des fonctions & valeurs
réelles. Il est facile de passer aux fonctions & valeurs dans R? en écrivant la formule pour chaque composante.
La démonstration dans le cas d’une application de d variables est similaire a celle pour 2 variables.

[HP 2] Le théoréme d’inversion locale n’est pas cité par le programme. Seuls apparaissent d’une part un théoréme
d’inversion avec ’hypothese d’injectivité pour f C! (le cas CP n’est pas cité), d’autre part une allusion au
théoreme des fonctions implicites pour traiter la géometrie. On peut déduire le théoreme d’inversion locale du
théoreme du programme:

Plagons dans les hypotheéses de I’énoncé (la démonstration générale est identique).
non injective. Alors 3 (ap,b,) € (BO(O 1))2, an # by et f(ap) = f(by). On a

‘n

¢ Supposons Vn € N*, f‘B ©.1)

donc 0 = f(an) — f(bn) = Df(by)(an —by) + |an, — byle(an — by) avec ili%a(u) =0 donc Df(by,) (ﬁ:’l—:zz[) =
—e(an —by,). Lasuite (uy)nen+ = (%)n@\ﬁ étant bornée admet une sous-suite convergente (U, (p))peN:
Up(p) ST avec |£| = 1. Comme (ay(p), by(p) " (0,0), on obtient, en passant & la limite quand p tend vers
+00, Df(0)(¢) = 0 donc, puisque Df(0) est inversible, £ = 0 ce qui est contradictoire. Donc il existe ng € N*
tel que f‘Bo(O,nl—O) injective.

o D’autre part, |det(Df(z))| — |det (Df(0))| > 0 (le déterminant est continue sur £(R?) car il s’exprime

comme comme combinaison linéaire de produits de formes linéaires sur £(R%)) donc il existe U ouvert, U € V(0)
tel que Vz € U, det (Df(x)) # 0. Soit U' = U N B,(0, nlo) c’est un ouvert sur lequel f vérifie les hypotheses du

théoreme du programme. D’apres ce théoréme, g = f|, est un C! difféomorphisme de U’ sur l'ouvert f(U’).

o 1l reste & montrer que g~! est C?. On a D(g7!)(y) = [Df(g_l(y))]_l. Df(z) est C' sur U’ et g~! est
C! donc y — Df(g7'(y) est C! a valeurs dans GL(R?), or u — u~! est C> sur GL(R?) (il suffit d’écrire la

matrice de u~! dans une base en fonction de celle de u dans la méme base) donc D(g~!) est C* donc g~ 1 est
C>.

[HP 3] Le théoreme du point fixe n’apparait que dans "I’annexe MP*” (donc pas dans le programme officiel).

[HP 4] Les complétudes de (B(A, E), || |) ot E est un espace de Banach et A une partie d’un espace vectoriel normé
et de (L(E), ||| |||) si E est un espace de Banach apparaissent dans”]’annexe MP*”.



