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Pour la résolution de ce problème, je fais plusieurs fois appel à des résultats n’apparaissant pas dans le programme
officiel MP mais, pour certains (pas tous), dans ”l’annexe MP∗”, posant d’ailleurs la question du statut des
approfondissements présents dans cette annexe: peuvent-ils être utilisés sans démonstration par les candidats ?
sont-ils exigibles ?
Ces résultats sont repérés par [HP x] et commentés en annexe.

Partie I

I. 1. Puisque f est C2, on dispose de la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 en 0 [HP 1]: f(u) = f(0) +Df(0)u +

1
2

(

u2
1
∂2f
∂x2 (0) + 2u1u2

∂2f
∂x∂y

(0) + u2
2
∂2f
∂y2 (0)

)

+ o
(

|u|2
)

. On a donc bien N (u) = O
(

|u|2
)

au voisinage de 0 .

I. 2. Le théorème d’inversion locale [HP 2] donne, puisque f est C2 sur R2 et que Df(0) est inversible,

∃U1 ∈ V(0), ∃V1 ∈ V(f(0)) = V(0), ∃ g : U1 7→ V1un C2 difféomorphisme, tels que f
U1

= g

Soit R0 > 0 tel que Bo(0, R0) ⊂ V1 (Bo(0, R0) désigne la boule ouverte de cenre 0 et rayon R0) et U =
g−1

(

Bo(0, R0)
)

. U est un ouvert en tant qu’image réciproque d’un ouvert par une application continue, 0 ∈ U
donc U ∈ V(0) et f

U
= g

U
est un C2 difféomorphisme de U sur g(U ) = Bo(0, R0).

∃R0 > 0, ∃U ∈ V(0), U ouvert, tels que f
U
C2 difféomorphisme de U sur Bo(0, R0) .

I. 3. Montrons les résultats par récurrence sur n ≥ 0.
Pour n = 0, (x, y) = (x(0), y(0)) ∈ B(0, R) et (x(0), y(0)) = f−0(x, y). Si les résultats sont vrais pour n,
f−n(x, y) = (x(n), y(n)) ∈ B(0, R)∩U ⊂ Bo(0, R0) donc f−1

(

f−n(x, y)
)

= f−n−1(x, y) est défini. D’autre part,

(x(n), y(n)) ∈ U et (x(n+ 1), y(n + 1)) ∈ B(0, R) ⊂ Bo(0, R0) donc (x(n), y(n)) = f
(

(x(n + 1), y(n + 1))
)

=⇒
(x(n+ 1), y(n+ 1)) = f−1

(

(x(n), y(n))
)

= f−1
(

f−n(x, y)
)

= f−n−1(x, y) et donc f−n−1(x, y) ∈ B(0, R).
Donc ∀(x, y) ∈ Mi(R), ∀n ≥ 0, f−n(x, y) est défini, f−n(x, y) ∈ B(0, R), (x(n), y(n)) = f−n(x, y) .

I. 4. a. f(x, y) = ( 1
2x, 2y) + O

(

|(x, y)|2
)

= (1
2x, 2y) + o

(

|(x, y)|
)

donc Df(0)
(

(x, y)
)

= (1
2x, 2y) et A =

(

1
2 0
0 2

)

.

I. 4. b. � Ms(R) est toujours défini pour tout R > 0 et, ici, fn(x, y) = ( 1
2nx, 2ny) donc (x, y) ∈ Ms(R) si et seulement

si ∀n, Max
(

1
2n |x|, 2n|y|

)

≤ R et ( 1
2nx, 2ny) −−−→

n→+∞
(0, 0). Ceci implique que y = 0 et, pour n = 0, |x| ≤ R.

Réciproquement, |x| ≤ R ⇒ ∀n, 1
2n |x| ≤ R donc, finalement, Ms(R) =

{

(x, 0) | |x| ≤ R
}

.

� Ici, f−1 est définie sur R2 car f est un endomorphisme inversible.
D’après I.3., Mi(R) ⊂

{

(x, y) | ∀n,
∣

∣f−n(x, y)
∣

∣ ≤ R et f−n(x, y) −−−→
n→+∞

0
}

, mais, si (x, y) appartient à ce

dernier ensemble, en prenant U = R2, la suite définie par (x(n), y(n)) = f−n(x, y) appartient à
(

B(0, R)∩U
)N

et vérifie (x(n), y(n)) = f
(

(x(n + 1), y(n + 1))
)

, (x(0), y(0)) = (x, y) et (x(n), y(n)) −−−→
n→+∞

0 donc Mi(R) =



ENS, 1997, épreuve commune Cachan-Ulm 2/11

{

(x, y) | ∀n,
∣

∣f−n(x, y)
∣

∣ ≤ R et f−n(x, y) −−−→
n→+∞

0
}

. Et donc, comme ci-dessus et puisque f−1(x, y) = (2x, 1
2y),

Mi(R) =
{

(0, y) | |y| ≤ R
}

.

I. 5. On a g(x, y) = +o
(

|(x, y)|
)

donc Dg(0) = 0. Munissons L(R2) de la norme subordonnée |||L||| = Sup
u6=0

|L(u)|
|u|

.

v 7→ |||Dg(v)||| est continue sur R2 comme composée d’applications continues et donc ∃Rg > 0, |v| < Rg ⇒

|||Dg(v)||| ≤ α. Appliquons l’inégalité des accroissements finis sur Bo(0, Rg), ∀(v, v′) ∈
(

Bo(0, Rg)
)2
, |g(v) −

g(v′)| ≤ α|v − v′|. De même, ∃Rh > 0, ∀(v, v′) ∈
(

Bo(0, Rh)
)2
, |g(v) − g(v′)| ≤ α|v − v′|.

Prenons finalement 0 < R1 < Min(Rg, Rh, R0), on a R1 ∈]0, R1[ et on a ∀
(

(x, y), (x′, y′)
)

∈ B(0, R1),

|g(x, y) − g(x′, y′)| ≤ α|(x− x′, y − y′)| et |h(x, y) − h(x′, y′)| ≤ α|(x− x′, y − y′)| .

I. 6. a. � Puisque (λ, µ) ∈ c0 et par continuité de g et h,

(

1

2
λ(n − 1) + g

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

,
1

2

[

µ(n+ 1) − h
(

λ(n), µ(n)
)

]

)

−−−→
n→+∞

(

0 + g(0, 0),
1

2

[

0 − h(0, 0)
]

)

= 0

donc χR

(

x, (λ, µ)
)

∈ c0.

� D’autre part, pour n ≥ 0,

∣

∣

∣

∣

1

2

[

µ(n + 1) − h
(

λ(n), µ(n)
)

]

∣

∣

∣

∣

≤
1

2

[

|µ(n+ 1)| +
∣

∣h
(

λ(n), µ(n)
)∣

∣

]

≤
1

2

[

R+
∣

∣h
(

λ(n), µ(n)
)

− h(0, 0)
∣

∣

]

≤
1

2

[

R+ α
∣

∣(λ(n), µ(n))
∣

∣

]

≤
1

2

[

R+ αR
]

≤
3

4
R ≤ R

et, pour n = 0, |x| ≤ R et, pour n ≥ 1, comme ci-dessus,

∣

∣

∣

∣

1

2
λ(n− 1) + g

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

∣

∣

∣

∣

≤
1

2
|λ(n− 1)| +

∣

∣g
(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)
∣

∣

≤
R

2
+ α

∣

∣(λ(n − 1), µ(n− 1))
∣

∣ ≤
R

2
+ αR ≤ R

donc χR

(

x, (λ, µ)
)

∈ c0(R) .

I. 6. b. On a :
∣

∣

∣
χR

(

x, (λ, µ)
)

(n) − χR

(

x, (λ′, µ′)
)

(n)
∣

∣

∣
=
∣

∣(a(n), b(n))
∣

∣ = Max
(

|a(n)|, |b(n)|
)

avec, pour n ≥ 1, a(n) = 1
2

(

λ(n− 1) − λ′(n− 1)
)

+ g
(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

− g
(

λ′(n− 1), µ′(n− 1)
)

, a(0) = 0 et

bn = 1
2

[

µ(n + 1) − µ′(n + 1) − h
(

λ(n), µ(n)
)

+ h
(

λ′(n), µ′(n)
)

]

. Et on a, pour n ≥ 1,

|a(n)| ≤
1

2

∣

∣λ(n− 1) − λ′(n− 1)
∣

∣+
∣

∣g
(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

− g
(

λ′(n− 1), µ′(n− 1)
)
∣

∣

≤
1

2

∣

∣λ(n− 1) − λ′(n− 1)
∣

∣+ α
∣

∣

(

λ(n − 1), µ(n− 1)
)

−
(

λ′(n− 1), µ′(n− 1)
)
∣

∣

≤

(

1

2
+ α

)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞

et, pour n ≥ 0,

|b(n)| ≤
1

2

[

|µ(n+ 1) − µ′(n+ 1)|+
∣

∣h
(

λ(n), µ(n)
)

− h
(

λ′(n), µ′(n)
)
∣

∣

]

≤
1

2

[

|µ(n+ 1) − µ′(n+ 1)|+ α
∣

∣

(

λ(n), µ(n)
)

−
(

λ′(n), µ′(n)
)
∣

∣

]

≤
1

2
(1 + α)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
≤

(

1

2
+ α

)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
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donc
∥

∥

∥
χR

(

x, (λ, µ)
)

− χR

(

x, (λ′, µ′)
)

∥

∥

∥

∞
≤
(

1
2 + α

)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
.

I. 6. c. χR

(

x, (λ, µ)
)

(n)−χR

(

x, (λ′, µ′)
)

(n) =

{

(x− x′, 0) si n = 0
(0, 0) si n ≥ 1

donc
∥

∥

∥
χR

(

x, (λ, µ)
)

− χR

(

x′, (λ, µ)
)

∥

∥

∥

∞
= |x− x′| .

I. 7. � ϕs est une contraction d’une partie fermée d’un espace vectoriel normé complet donc le théorème du point
fixe [HP 3] donne directement que ϕs admet un unique point fixe dans BR .

� N
(

u(s1) − u(s2)
)

= N
(

ϕs1
(u(s1)) − ϕs2

(u(s2))
)

≤ N
(

ϕs1
(u(s2)) − ϕs2

(u(s2))
)

+N
(

ϕs1
(u(s1)) − ϕs1

(u(s2))
)

≤ c|s1 − s2| + tN
(

u(s1) − u(s2)
)

donc N
(

u(s1) − u(s2)
)

≤ c
1 − t |s1 − s2| donc u est lipschitzienne .

I. 8. a. En notant ϕx = χR

(

x, .
)

l’application (λ, µ) 7−→ χR

(

x, (λ, µ)
)

, on a d’après I.6.a. que ϕx est définie sur c0(R)

et à valeurs dans c0(R), d’aprés I.6.b. que ϕx est t-lipschitzienne avec t = 1
2 + α∈]0, 1[ et d’aprés I.6.c. que

∥

∥ϕx((λ, µ))−ϕx′ ((λ, µ))
∥

∥

∞
≤ |x−x′| pour (x, x′) ∈ [−R,R]. Pour pouvoir appliquer le résultat de I.7. il suffit

donc de montrer que
(

c0, ‖ ‖∞
)

est complet.

Or on sait que si E est un espace vectoriel normé complet et A une partie d’un espace vectoriel normé,
(

B(A,E), ‖ ‖∞
)

est complet [HP 4]. En particulier, B(N,R2) est complet. Il suffit donc de montrer que

c0 est une partie fermée de B(N,R2). Soit donc
(

(λp, µp)
)

p∈N
une suite d’éléments de c0 qui converge dans

B(N,R2) vers (λ, µ). On a donc (λp, µp) −→U (λ, µ) sur N et, comme ∀p, lim
n→+∞

(λp(n), µp(n)) = (0, 0) le

théorème d’interversion des limites donne lim
n→+∞

(λ(n), µ(n)) = (0, 0) donc (λ, µ) ∈ c0. On en déduit c0 fermé

donc complet ce qui achéve la démonstration.

Donc il existe un unique (λ, µ) ∈ c0(R) tel que χR

(

x, (λ, µ)
)

= (λ, µ) .

I. 8. b. Pour R ∈]0, R1], on a c0(R) ⊂ c0(R1) et, pour x ∈ [−R,R], χR

(

x, .
)

= χR1

(

x, .
)

c0(R)
. On a donc (λR

x , µ
R
x ) =

χR

(

x, (λR
x , µ

R
x )
)

= χR1

(

x, (λR
x , µ

R
x )
)

donc, par unicité du point fixe de χR1

(

x, .
)

, (λR
x , µ

R
x ) = (λR1

x , µR1

x ) .

I. 9. a. � En appliquant I.7., on obtient que [−R1, R1]
x

→
7→

c0(R1)
(λR1

x , µR1
x )

est lipschitzienne donc, par définition,

[−R1, R1]
x

→
7→

c0

(λx, µx)
est lipschitzienne .

� Pour (x, x′) ∈ [−R1, R1]
2, |ψ(x)−ψ(x′)| = |µx(0)− µx′(0)| ≤

∣

∣(λx(0), µx(0))− (λx′(0), µx′(0))
∣

∣ ≤
∥

∥(λx, µx)−
(λx′ , µx′)

∥

∥

∞
≤ k|x− x′| donc ψ est lipschitzienne .

I. 9. b. � Puisque (x, y) ∈ Ms(R), fn(x, y) −−−→
n→+∞

0 et ∀n, |fn(x, y)| ≤ R donc la suite
(

fn(x, y)
)

n∈N
appartient à

c0(R).
Posons fn(x, y) = (λ(n), µ(n)), on a (λ(0), µ(0)) = (x, y) et, pour n ≥ 1,

(λ(n), µ(n)) =
(

1

2
λ(n− 1) + g

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

, 2µ(n− 1) + h
(

λ(n − 1), µ(n− 1)
)

)

ou aussi µ(n+1) = 2µ(n)+h
(

λ(n), µ(n)
)

d’où on tire µ(n) = 1
2

[

µ(n+1)−h
(

λ(n), µ(n)
)

]

. Donc χR

(

x, (λ, µ)
)

(0) =

(x, µ(0)) = (x, y) et, pour n ≥ 1, χR

(

x, (λ, µ)
)

(n) = (λ(n), µ(n)) donc χR

(

x, (λ, µ)
)

= (λ, µ) et donc, par unicité

du point fixe,
(

fn(x, y)
)

n∈N
= (λx, µx) .

� En particulier, y = µx(0) et on a |x| ≤ R donc Ms(R) ⊂
{

(x, ψ(x)) | |x| ≤ R
}

.

I. 9. c. � Montrons par récurrence sur n que (λx(n), µx(n)) = fn(x, ψ(x)).
Pour n = 0, on a (λx(0), µx(0)) = χR

(

x, (λx, µx)
)

(0) = (x, 1
2
[µ(1) − h(λ(0), µ(0))]) donc λx(0) = x et µx(0) =

ψ(x) par définition. Si ceci est vrai pour n − 1,

fn(x, ψ(x)) = f(λx(n − 1), µx(n − 1))

=
(

1

2
λx(n− 1) + g(λx(n− 1), µx(n− 1)), 2µx(n− 1) + h(λx(n − 1), µx(n − 1))

)

.
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Or la definition de (λx, µx) donne ∀n ≥ 0, µx(n) = 1
2 [µx(n+ 1)−h(λx(n), µx(n))]) donc 2µx(n− 1)+ h(λx(n−

1), µx(n−1)) = µx(n) et ∀n ≥ 1, λx(n) = 1
2
λx(n−1)+ g(λx(n−1), µx(n−1)) ce qui donne bien fn(x, ψ(x)) =

(λx(n), µx(n)).
Donc ∀x ∈ [−R1, R1], (λx, µx) =

(

fn(x, ψ(x))
)

n∈N
.

� Or (λx, µx) ∈ c0(R) donc fn(x, ψ(x)) −−−→
n→+∞

0 et ∀n, |fn(x, ψ(x))| ≤ R et donc (x, ψ(x)) ∈ Ms(R). Avec le

résultat du b., on obtient Ms(R) =
{

(x, ψ(x)) | |x| ≤ R
}

.

I. 9. d. On a Df−1(0) =
(

Df(0)
)−1

de matrice dans la base canonique A−1 =

(

2 0
0 1

2

)

. Il suffit d’inverser les rôles

de x et y en considérant f̃ = s ◦ f−1 ◦ s avec s : (x, y) 7→ (y, x). f̃ est C2 sur R2 de différentielle en 0
Df̃ (0) = s ◦Df−1(0) ◦ s (Ds(0) = s car s linéaire) de matrice dans la base canonique A. Or, comme en I.4.b.,
Mi(R) =

{

(x, y) | ∀n,
∣

∣f−n(x, y)
∣

∣ ≤ R et f−n(x, y) −−−→
n→+∞

0
}

et f−n = s ◦ f̃n ◦ s donc

∃R2, ∀R ∈]0, R2], Mi(R) =
{

(θ(y), y) | |y| ≤ R
}

avec θ lipschitzienne sur [R2, R2] .

Partie II

II.1. a. La décomposition du polynôme caractéristique de Df(0), PA, en produit de polynômes premiers dans R[X]
s’écrit :

PA(X) =
∏

1≤i≤p

(

X − λi

)αi
∏

1≤j≤m

(

X2 + bjX + cj
)βj

avec
(

λi

)

1≤i≤p
les racines de PA et b2j − 4cj < 0 .

Le théorème de Cayley-Hamilton nous donne PA

(

Df(0)
)

= 0 donc Rd = Ker
(

PA

(

Df(0)
)

)

et le théorème de

décomposition des noyaux donne, puisque les facteurs ci-dessus sont premiers entre eux,

Rd =
⊕

1≤i≤p

(

Df(0) − λiId
)αi

⊕

1≤j≤m

(

(Df(0))2 + bjDf(0) + cjId
)βj

.

II.1. b. Pour simplifier l’écriture, posons D′
+ =

{

i tels que |λi| > 1
}

et D′
− =

{

i tels que |λi| < 1
}

. Puisque PA n’a

aucune racine de module 1, D′
+ et D′

− forment une partition de
{

i, 1 ≤ i ≤ p
}

et D+, D− forment une partition

de
{

j, 1 ≤ j ≤ m
}

donc Rd = E+ ⊕E− .

II.1. c. � Soit Qε =
∏

i∈D′

ε

(

X−λi

)αi
∏

j∈Dε

(

X2 +bjX+cj
)βj

pour ε = + ou −. Le théorème de décomposition des noyaux

donne Eε = Ker
(

Qε(Df(0))
)

. En particulier E+ et E− sont stables par Df(0) .

� Plaçons nous dans Cd muni de la norme hermitienne canonique notée aussi ‖ ‖2 et, en identifiant A à l’élément
de l(Cd) de matrice A dans la base canonique, posons Fε = Ker(Qε(A)).
On peut écrire Q−(X) =

∏

1≤k≤q

(

X − νk

)γk
où les νk sont les racines dans C de Q− donc |νk| < 1. Donc

F− =
⊕

1≤k≤q Ker
(

(

A − νkId
)γk

)

. Soit x ∈ E− ⊂ F−, x s’écrit x =
q
∑

k=1

xk avec xk ∈ Ker
(

(

A − νkId
)γk

)

et

alors (Df(0))nx = Anx =
q
∑

k=1

Anxk. Or Ker
(

(

A − νkId
)γk

)

est stable par A, notons Ak l’endomorphisme de

Ker
(

(

A− νkId
)γk

)

induit par A, on a
(

Ak − νkId
)γk

= 0 donc

An
k =

(

νkId +Ak − νkId
)n

=

γk
∑

i=0

n(n − 1) · · · (n − i + 1)

i!
νn−i

k

(

Ak − νkId
)i
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(égalité valable même pour 0 ≤ n < γk). Donc

(Df(0))nx =

q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n− 1) · · · (n− i + 1)

i!
νn−i

k

(

Ak − νkId
)i
xk

]

et donc

‖(Df(0))nx‖2 ≤
q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

i!
|νk|

n−i|||
(

Ak − νkId
)i
||| ‖xk‖2

]

.

Mais xk = pk(x) où
(

pk

)

k=1,...,q
est la famille de projections associée à la somme directe donc ‖xk‖2 ≤

|||pk|||‖x‖2. Donc

‖(Df(0))nx‖2 ≤ ‖x‖2

q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n − 1) · · · (n− i + 1)

i!
|νk|

n−i|||
(

Ak − νkId
)i
||| |||pk|||

]

.

Soit γ− telle que 1 > γ− > Max
k=1,...,q

|νk|,

1

γn
−

q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

i!
|νk|

n−i|||
(

Ak − νkId
)i
||| |||pk|||

]

=

q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

i!|νk|i

∣

∣

∣

∣

νk

γ−

∣

∣

∣

∣

n

|||
(

Ak − νkId
)i
||| |||pk|||

]

−−−→
n→+∞

0

car
∣

∣

∣

νk
γ−

∣

∣

∣
< 1. Donc

∃ c− > 0, , ∀n ≥ 0,
1

γn
−

q
∑

k=1

[

γk
∑

i=0

n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

i!
|νk|

n−i|||
(

Ak − νkId
)i
||| |||pk|||

]

≤ c−

et donc, finalement,

∃ γ− ∈]0, 1[, ∃ c− > 0, ∀x ∈ E−, ∀n ≥ 0, ‖(Df(0))nx‖2 ≤ c−γ
n
−‖x‖2 .

� A et A−1 commutant, F+ est stable par A−1 et les valeurs propres de l’endomorphisme de F+ induit par
A−1 sont les inverses de celles de l’endomorphisme de F+ induit par A. Elles sont donc de module strictement
inférieur à 1 et donc, comme ci-dessus,

∃ γ+ ∈]0, 1[, ∃ c+ > 0, ∀y ∈ E+, ∀n ≥ 0, ‖(Df(0))−ny‖2 ≤ c+γ
n
+‖y‖2

et, en prenant γ = Max
(

γ−, γ+

)

et c = Max
(

c−, c+
)

, on a

∃ γ ∈]0, 1[, ∃ c > 0, ∀n ≥ 0,
(

∀x ∈ E−, ‖(Df(0))nx‖2 ≤ cγn‖x‖2 et ∀y ∈ E+, ‖(Df(0))−ny‖2 ≤ cγn‖y‖2

)

.

II.1. d. � Les deux suites
(

γ−n‖(Df(0))n‖2P−u
)

n≥0
et
(

γ−n‖(Df(0))−nP+u‖2

)

n≥0
sont bornées par c donc |u| est bien

définie.
. On a |u| ≥ 0 et |u| = 0 =⇒ |P−u|− = |P+u|+ = 0 car |Pεu|ε ≥ 0. De plus, en prenant n = 0, on obtient
|Pεu|ε ≥ ‖Pεu‖2 donc ‖Pεu‖2 = 0 donc P−u = P+u = 0 et donc u = 0.
. |λx|− = Sup

n≥0

(

|λ| γ−n‖(Df(0))nx‖2

)

= |λ| Sup
n≥0

(

γ−n‖(Df(0))nx‖2

)

= |λ| |x|− et de même pour | |+ et donc

|λu| = Max
(

|λ| |P−u|−, |λ| |P+u|+
)

= |λ| |u|.
. |x+ x′|− = Sup

n≥0

(

γ−n‖(Df(0))nx+ (Df(0))nx′‖2

)

≤ Sup
n≥0

(

γ−n‖(Df(0))nx‖2 + γ−n‖(Df(0))nx′‖2

)

≤ Sup
n≥0

(

γ−n‖(Df(0))nx‖2

)

+ Sup
n≥0

(

γ−n‖(Df(0))nx′‖2

)

= |x|− + |x′|− et de même pour | |+.
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Et donc |u+ v| = Max
(

|P−u+ P−v|−, |P+u+ P+v|+
)

≤ Max
(

|P−u|− + |P−v|−, |P+u|− + |P+v|+
)

≤ |u|+ |v|.
Donc | | est une norme sur Rd .

� Pour x ∈ E−, ∀p ≥ 0, (Df(0))px ∈ E− et on a

|(Df(0))px|− = Sup
n≥0

(

γ−n‖(Df(0))n+px‖2

)

= γp Sup
n≥0

(

γ−n−p‖(Df(0))n+px‖2

)

= γp Sup
n≥p

(

γ−n‖(Df(0))nx‖2

)

≤ γp|x|−

et de même pour | |+ donc

∀p ≥ 0,
(

∀x ∈ E−, |(Df(0))px|− ≤ γp|x|− et ∀y ∈ E+, |(Df(0))−py|+ ≤ cγp|y|+
)

.

II.2. La démonstration faite au I.1. en utilisant la formule de Taylor-Young [HP 1] conduit au résultat (toutes
les normes sur Rd sont équivalentes donc, pour i = 1, . . . , d, |ui| ≤ Max

k=1,...,d
|uk| = ‖u‖∞ ≤ K|u| c’est à dire

|ui| = O(|u|)).

II.3. f(x, y) =
(

P−Df(0)u + P−Nu, P+Df(0)u + P+Nu
)

=
(

B−x + B−y + G−(x, y), B+x + B+y + G+(x, y)
)

or

E− et E+ sont stables par Df(0) donc Df(0)x ∈ E− donc B+x = P+Df(0)x = 0 et, de même, B−y = 0 donc

f(x, y) =
(

B−x+G−(x, y), B+y +G+(x, y)
)

.

II.4. E+ étant stable par Df(0), ∀y ∈ E+, B+y = Df(0)y et donc Sp
(

B+E+

)

⊂ Sp(Df(0)) donc 0 /∈ Sp
(

B+E+

)

et donc B+E+
définit un isomorphisme de E+ .

II.5. Gε = Pε ◦ N est C2 comme composée de fonctions C2 et DGε(0, 0) = DPε(0, 0) ◦DN (0, 0) = Pε ◦ 0 = 0 donc
la démonstration faite en I.5. peut être recopiée ici.
Donc ∀α ∈]0, 1− γ[, ∃R1 > 0, ∀ε = + ou −, ∀(u, u′), |u| ≤ R1 et |u′| ≤ R1 =⇒ |Gε(u) − Gε(u

′)| ≤ α|u− u′| .

II.6. � Par continuité de G−, G+, B−, B−1
+ avec G−(0, 0) = G+(0, 0) = (0, 0), on a (λ, µ) ∈ c0 ⇒ χR

(

x, (λ, µ)
)

∈ c0.
De plus, |x|− = |x| ≤ R et, pour n ≥ 1,

∣

∣B−λ(n − 1) + G−

(

λ(n − 1), µ(n− 1)
)
∣

∣

−
≤ |B−λ(n− 1)|− +

∣

∣G−

(

λ(n − 1), µ(n− 1)
)
∣

∣

−

≤ |Df(0)λ(n − 1)|− + α
∣

∣(λ(n − 1), µ(n− 1))
∣

∣

−

≤ γ |λ(n− 1)|− + αR ≤
(

γ + α
)

R ≤ R

et, pour n ≥ 0,
∣

∣

∣
B−1

+

[

µ(n+ 1) −G+

(

λ(n), µ(n)
)

]
∣

∣

∣

+
=
∣

∣

∣
Df(0)

[

µ(n+ 1) − G+

(

λ(n), µ(n)
)

]
∣

∣

∣

+
≤ γ

∣

∣µ(n+ 1) − G+

(

λ(n), µ(n)
)
∣

∣

+

≤ γ |µ(n+ 1)|+ + γ
∣

∣G+

(

λ(n), µ(n)
)∣

∣

+
≤ γ

[

R+ α
∣

∣(λ(n), µ(n))
∣

∣

]

≤ γ(1 + α)R ≤ (γ + α)R ≤ R

donc (λ, µ) ∈ c0(R) =⇒ χR

(

x, (λ, µ)
)

∈ c0(R) .

� On a :
∣

∣

∣
χR

(

x, (λ, µ)
)

(n) − χR

(

x, (λ′, µ′)
)

(n)
∣

∣

∣
=
∣

∣(a(n), b(n))
∣

∣ = Max
(

|a(n)|−, |b(n)|+
)

avec, pour n ≥ 1, a(n) = B−

(

λ(n−1)−λ′(n−1)
)

+G−

(

λ(n−1), µ(n−1)
)

−G−

(

λ′(n−1), µ′(n−1)
)

, a(0) = 0

et bn = B−1
+

[

µ(n+ 1) − µ′(n+ 1) − G+

(

λ(n), µ(n)
)

+ G+

(

λ′(n), µ′(n)
)

]

. Et on a, pour n ≥ 1,

|a(n)|− ≤ γ
∣

∣λ(n − 1) − λ′(n− 1)
∣

∣

−
+ α

∣

∣

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

−
(

λ′(n− 1), µ′(n − 1)
)
∣

∣

≤ (γ + α)
∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
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et, pour n ≥ 0,

|b(n)|+ ≤ γ
[

|µ(n+ 1) − µ′(n + 1)|+ +
∣

∣G+

(

λ(n), µ(n)
)

− G+

(

λ′(n), µ′(n)
)∣

∣

]

≤ γ
[

|µ(n+ 1) − µ′(n + 1)| + α
∣

∣

(

λ(n), µ(n)
)

−
(

λ′(n), µ′(n)
)
∣

∣

]

≤ γ(1 + α)
∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
≤ (γ + α)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞

donc
∥

∥

∥
χR

(

x, (λ, µ)
)

− χR

(

x, (λ′, µ′)
)

∥

∥

∥

∞
≤ (γ + α)

∥

∥(λ, µ) − (λ′, µ′)
∥

∥

∞
.

� χR

(

x, .) vérifie donc les hypothèses du théorème du point fixe (la complétude de c0 étant acquise par la

démonstration faite au I.8.) et donc ∃ !(λ, µ) ∈ c0(R), χR

(

x, (λ, µ)) = (λ, µ) .

� Notons (λR
x , µ

R
x ) ce point fixe. La démonstration faite au I.8.b. s’applique sans changement pour montrer

que (λR
x , µ

R
x ) est, en fait, indépendant de R ∈

[

|x|−, R1

]

. On conclut donc

∀x ∈ E− ∩B(0, R1), ∃ !(λx, µx) ∈ c0(R1) tel que ∀R ∈
[

|x|, R1

]

, (λx, µx) ∈ c0(R) et χR

(

x, (λx, µx)) = (λx, µx) .

II.7. � De plus, comme au I.6.c.,
∥

∥

∥
χR

(

x, (λ, µ)
)

− χR

(

x′, (λ, µ)
)

∥

∥

∥

∞
= |x − x′| et, comme au I.9.a., on en déduit

grâce à I.7. que x 7−→ (λx, µx) est lipschitzienne sur E− ∩B(0, R1) .

� Toujours comme au I.9.a. ψ− est lipschitzienne sur E− ∩B(0, R1) et on a, pour x ∈ E−∩B(0, R1), ψ−(x) =

µx(0) ∈ E+ et |ψ−(x)| = |ψ−(x)|+ = |µx(0)|+ ≤
∣

∣(λx(0), µx(0))
∣

∣ ≤
∥

∥(λx, µx) − (λx′ , µx′)
∥

∥

∞
| ≤ R1 donc

ψ−

(

E− ∩B(0, R1)
)

⊂ E+ ∩B(0, R1) .

II.8. � Soit (x, y) ∈ Ms(R), fn(x, y) −−−→
n→+∞

0 et ∀n, |fn(x, y)| ≤ R donc la suite
(

fn(x, y)
)

n∈N
appartient à c0(R).

Si fn(x, y) = (λ(n), µ(n)), on a (λ(0), µ(0)) = (x, y) et, pour n ≥ 1,

(λ(n), µ(n)) =
(

B−λ(n − 1) + G−

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
)

, B+µ(n − 1) + G+

(

λ(n− 1), µ(n− 1)
))

donc µ(n) = B−1
+

[

µ(n + 1) − G+

(

λ(n), µ(n)
)

]

. Donc χR

(

x, (λ, µ)) = (λ, µ) et, pour n ≥ 1, χR

(

x, (λ, µ)
)

(n) =

(λ(n), µ(n)) donc χR

(

x, (λ, µ)
)

= (λ, µ) et donc, par unicité du point fixe,
(

fn(x, y)
)

n∈N
= (λx, µx). En

particulier, y = µx(0) et on a |x| ≤ R donc Ms(R) ⊂
{

(x, ψ−(x)) | |x| ≤ R
}

.

� Réciproquement, soit xinE− ∩B(0, R1), montrons par récurrence sur n que (λx(n), µx(n)) = fn(x, ψ−(x)).
Pour n = 0, on a (λx(0), µx(0)) = χR

(

x, (λx, µx)
)

(0) = (x,B−1
+ [µ(1) − G+(λ(0), µ(0))]) donc λx(0) = x

(µx(0) = ψ−(x) est donné). Si ceci est vrai pour n− 1,

fn(x, ψ−(x)) = f(λx(n− 1), µx(n− 1))

= (B−λx(n− 1) + G−(λx(n− 1), µx(n− 1)), B+µx(n − 1) + G+(λx(n− 1), µx(n− 1))) .

Or la definition de (λx, µx) donne ∀n ≥ 1, µx(n − 1) = B−1
+ [µ(n) − G+(λ(n − 1), µ(n − 1))]) et λx(n) =

1
2λ(n− 1) + g(λ(n − 1), µ(n− 1)) ce qui donne bien fn(x, ψ−(x)) = (λx(n), µx(n)).
Or (λx, µx) ∈ c0(R) donc fn(x, ψ−(x)) −−−→

n→+∞
0 et ∀n, |fn(x, ψ−(x))| ≤ R et donc (x, ψ−(x)) ∈ Ms(R). Donc

{

(x, ψ−(x)) | |x| ≤ R
}

⊂ Ms(R) .

Finalement, Ms(R) =
{

(x, ψ−(x)) | |x| ≤ R
}

.

Partie III

III.1. � Montrons que ∀ε = + ou −, ∀(x, y) ∈ B(0, R1), ∀(h1, h2) ∈ E− × E+, |DGε(x, y)(h
1, h2)|ε ≤ α|(h1, h2)|.



ENS, 1997, épreuve commune Cachan-Ulm 8/11

Si (x, y) ∈ Bo(0, R1), ∃ ε > 0, ∀t ∈]0, ε], (x, y) + t(h1, h2) ∈ B(0, R1) et II.5. donne |Gε(x + th1, y + th2) −

Gε(x, y)| ≤ α|t||(h1, h2)| donc
∣

∣

∣

1
t
(

Gε(x + th1, y + th2) − Gε(x, y)
)

∣

∣

∣
≤ α|(h1, h2)| et, en passant à la limite pour

t −→
t6=0

0, |DGε(x, y)| ≤ α|(h1, h2)|. Le résultat souhaité est vrai sur la boule ouverte Bo(0, R1) donc, par

continuité de (x, y) 7→ DGε(x, y), sur la boule fermée B(0, R1).

� Le fait que ∀x ∈ E− ∩B(0, R1), ∀(λ, µ) ∈ c0(R1), D2χ
(

x, (λ, µ)
)

∈ L(c0) est clair.

Puisque ∀k, (λ(k), µ(k)) ∈ B(0, R1), en appliquant ceci et II.1.d, on a, pour tout
(

ε1, ε2
)

∈ c0, tout d’abord,
pour n ≥ 1,

|X1(n)|− ≤ γ
∣

∣ε1(n− 1)
∣

∣

−
+ α

∣

∣

(

ε1(n− 1), ε2(n− 1)
)
∣

∣

≤ (γ + α)
∣

∣

(

ε1(n − 1), ε2(n− 1)
)
∣

∣ ≤ (γ + α)
∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞

puis, pour n ≥ 0,

|X2(n)|+ ≤ γ
[

|ε2(n+ 1)|+ +
∣

∣DG+(λ(n), µ(n))
(

ε1(n), ε2(n)
)
∣

∣

]

≤ γ
[

|ε2(n+ 1)|+ + α
∣

∣

(

ε1(n), ε2(n)
)
∣

∣

]

≤ γ(1 + α)
∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
≤ (γ + α)

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞

donc ∀n ≥ 0,
∣

∣

(

X1(n), X2(n)
)
∣

∣ ≤ (γ + α)
∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
donc

∥

∥

(

X1(n), X2(n)
)
∥

∥

∞
≤ (γ + α)

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
et donc

D2χ
(

x, (λ, µ)
)

∈ L(c0) et

∀x ∈ E− ∩B(0, R1), ∀(λ, µ) ∈ c0(R1), |||D2χ
(

x, (λ, µ)
)

|||∞ ≤ γ + α < 1 .

III.2. On a vu que c0 est complet pour ‖ ‖∞, on sait qu’alors ([HP 4]) Lc(c
0) est complet pour la norme subordonnée.

Or dans une algébre normée complète d’unité e, comme Lc(c
0), on sait que ‖u‖ < 1 ⇒ e−u inversible d’inverse

+∞
∑

n=0
un. Donc, ici, ∀x ∈ E− ∩B(0, R1), ∀(λ, µ) ∈ c0(R1), Id −D2χ

(

x, (λ, µ)
)

est inversible .

III.3. � On a évidemment ‖D1χ
(

x, (λx, µx)
)

(h)‖∞ = |(h, 0)| = |h|− = |h| donc D1χ
(

x, (λx, µx)
)

est une application

linéaire continue de E− dans c0. Le résultat utilisé ci-dessus donne aussi que
[

Id−D2χ
(

x, (λx, µx)
)]−1

∈ Lc(c
0)

donc, en tant que composé, ∀x ∈ E− ∩B(0, R1), A(x) ∈ Lc(E−, c
0) .

� On a déjà x 7−→ D1χ
(

x, (λx, µx)
)

est continue sur E− ∩B(0, R1) car constante.

D’autre part, soit (x, x′) ∈ (E− ∩B(0, R1))
2

et
(

ε1, ε2
)

∈ c0.

Posons
(

D2χ
(

x, (λx, µx)
)

−D2χ
(

x′, (λx′, µx′)
)) (

ε1, ε2
)

(n) =
(

Y1(n), Y2(n)
)

. On a :

∀n ≥ 1, |Y1(n)|− =
∣

∣

∣

(

DG−(λx(n), µx(n)) −DG−(λx′ (n), µx′(n))
)

(

ε1(n− 1), ε2(n− 1)
)

∣

∣

∣

−

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
DG−(λx(n), µx(n)) −DG−(λx′(n), µx′(n))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

ε1(n− 1), ε2(n− 1)
)
∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
DG−(λx(n), µx(n)) −DG−(λx′(n), µx′(n))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞

∀n ≥ 0, |Y2(n)|+ =
∣

∣

∣
B−1

+

(

DG+(λx(n), µx(n)) −DG+(λx′(n), µx′(n))
)

(

ε1(n), ε2(n)
)

∣

∣

∣

+

≤ γ
∣

∣

∣

(

DG+(λx(n), µx(n)) −DG+(λx′ (n), µx′(n))
)

(

ε1(n), ε2(n)
)

∣

∣

∣

+

≤ γ
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
DG+(λx(n), µx(n)) −DG+(λx′ (n), µx′(n))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞

D’autre part, (x, y) 7→ DGε(x, y) est C1 sur E− × E+ car Gε est C2. Notons D
(

DGε

)

(x, y) la différentielle de

cette application
(

D
(

DGε

)

(x, y) ∈ L
(

E− × E+,L(E− × E+, Eε)
) )

. D
(

DGε

)

est bornée sur B(0, R1) car con-

tinue sur ce compact et, avec Mε = Max
(x,y)∈B(0,R1)

(

Sup
(h1 ,h2)6=0

|||D
(

DGε

)

(x, y)(h1, h2)|||
|(h1, h2)|

)

et M = Max
(

M+,M−

)

et en utilisant l’inégalité des accroissements finis sur B(0, R1), on obtient

∀(x, y) ∈ B(0, R1), ∀(x′, y′) ∈ B(0, R1),
∣

∣

∣

∣

∣

∣DGε(x, y) −DGε(x
′, y′)

∣

∣

∣

∣

∣

∣ ≤M
∣

∣(x, y) − (x′, y′)
∣

∣ .
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Donc, puisque ∀n, (λx(n), µx(n)) ∈ B(0, R1), les inégalités précèdentes deviennent :

|Y1(n)|− ≤ M
∣

∣(λx(n), µx(n)(λx′ (n), µx′(n)
∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)∥

∥

∞

|Y2(n)|+ ≤ γM
∣

∣(λx(n), µx(n)) − (λx′(n), µx′(n))
∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)∥

∥

∞

donc ∀n ≥ 0, |Y1(n)|− ≤ M
∥

∥(λx, µx) − (λx′ , µx′)
∥

∥

∞

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
et de même pour |Y2(n)|+.

Ensuite, on a vu au II.7. que x 7→ (λx, µx) est lipschitzienne. En notant k une constante de Lipschitz, on a

|Y1(n)|− ≤ Mk
∣

∣x− x′
∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
et |Y2(n)|+ ≤ γMk

∣

∣x− x′
∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)
∥

∥

∞
.

Donc, finalement,
∥

∥(Y1, Y2)
∥

∥

∞
≤ Mk

∣

∣x− x′
∣

∣

∥

∥

(

ε1, ε2
)∥

∥

∞
ce qui donne

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
D2χ

(

x, (λx, µx)
)

−D2χ
(

x′, (λx′ , µx′)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
≤ Mk

∣

∣x− x′
∣

∣

donc x 7−→ D2χ
(

x, (λx, µx)
)

est lipschitzienne donc continue .

Enfin, l’application Bo(0, 1) ⊂ Lc(c
0)

u
→
7→

Lc(c
0)

(

Id − u
)−1

est continue car
(

Id − u
)−1

=
+∞
∑

n=0
un et que cette série

de fonctions continues de u converge normalement sur tout compact de Bo(0, 1). Donc, par composée x 7−→
[

Id −D2χ
(

x, (λx, µx)
)]−1

est continue et, par produit, A est continue sur E− ∩B(0, R1) .

III.4. � Commençons par un résultat préliminaire: si ϕ est C2 sur E−×E+ à valeurs dans Eε alors il existe C telle que
∀(x, y) ∈ B(0, R1), ∀(x+h1, y+h2) ∈ B(0, R1),

∣

∣ϕ(x+h1, y+h2)−ϕ(x, y)−Dϕ(x, y)(h1, h2)
∣

∣

ε
≤ C|(h1, h2)|2.

Notons a = (x, y), h = (h1, h2) = (h1, . . . , hd), et θ(t) = ϕ(a+ th). θ est C2 sur [0, 1] et θ′(t) = Dϕ(a+ th)(h) =
d
∑

i=1
hi
∂ϕ
∂xi

(a+ th), θ′′(t) =
d
∑

i=1

d
∑

j=1
hihj

∂2ϕ
∂xi∂xj

(a+ th). Or, par continuité sur un compact les dérivées partielles

ddϕxixj sont bornées sur B(0, R1). En particulier, ∃K, ∀t ∈ [0, 1], ∀(i, j),

∣

∣

∣

∣

∂2ϕ
∂xi∂xj

(a + th)

∣

∣

∣

∣

ε

≤ K et alors

∀t ∈ [0, 1], |θ′′(t)|ε ≤ K
d
∑

i=1

d
∑

j=1
|hi||hj| ≤ K

(

Max
1≤i≤d

|hi|

)2

≤ K (K ′|h|)2 car les normes Max
1≤i≤d

|hi| et | | sont

équivalentes. Donc l’inégalité de Taylor-Lagrange donne le résultat souhaité.

� On a

∥

∥

(

λx+h, µx+h

)

−
(

λx, µx

)

− A(x)(h)
∥

∥

∞
≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

[

Id −D2χ(x, (λx, µx))
]−1∣
∣

∣

∣

∣

∣

∞
×

∥

∥

∥

[

Id −D2χ(x, (λx, µx))
]

[

(

λx+h, µx+h

)

−
(

λx, µx

)

]

−D1χ(x, (λx, µx))(h)
∥

∥

∥

∞
.

Or
∣

∣

∣

∣

∣

∣

[

Id −D2χ(x, (λx, µx))
]−1∣
∣

∣

∣

∣

∣

∞
≤

+∞
∑

n=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣D2χ(x, (λx, µx))
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n

∞
≤

+∞
∑

n=0
(γ + α)n = 1

1 − γ + α .

Posons
[

Id −D2χ(x, (λx, µx))
]

[

(

λx+h, µx+h

)

−
(

λx, µx

)

]

−D1χ(x, (λx, µx))(h) = (Z1, Z2). On a

Z1(0) = λx+h(0) − 0 − λx(0) + 0 − h = x+ h− x− h = 0

et, pour n ≥ 1,

Z1(n) = λx+h(n) − B−λx+h(n − 1) −DG−(λx(n− 1), µx(n − 1))(λx+h(n − 1), µx+h(n − 1))

− λx(n) +B−λx(n− 1) +DG−(λx(n− 1), µx(n− 1))(λx(n− 1), µx(n− 1))

donc, en tenant compte de λy(n) = B−λy(n− 1) + G−(λy(n− 1), µy(n− 1)), on a

|Z1(n)|− =
∣

∣

∣
G−(λx+h(n− 1), µx+h(n− 1)) −G−(λx(n− 1), µx(n− 1))

−DG−(λx(n− 1), µx(n− 1))
[

(λx+h(n− 1), µx+h(n− 1)) − (λx(n − 1), µx(n − 1))
]
∣

∣

∣

−

≤ K−

∣

∣

∣
(λx+h(n − 1), µx+h(n − 1)) − (λx(n− 1), µx(n− 1))

∣

∣

∣

2
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d’aprés le résultat vu plus haut.
De même, pour n ≥ 0,

Z2(n) = µx+h(n) −B−1
+

[

µx+h(n+ 1) −DG+(λx(n), µx(n))(λx+h(n), µx+h(n))
]

− µx(n) + B−1
+

[

µx(n + 1) −DG+(λx(n), µx(n))(λx(n), µx(n))
]

= −B−1
+

[

G+(λx+h(n), µx+h(n)) −G+(λx(n), µx(n))

−DG+(λx(n), µx(n))
[

(λx+h(n), µx+h(n)) − (λx(n), µx(n))
]]

car µy(n) = B−1
+

[

µx+h(n+ 1) − G+(λx(n), µx(n))
]

et donc

|Z2(n)|+ ≤ |||B−1
+ |||+K+

∣

∣

∣
(λx+h(n), µx+h(n)) − (λx(n), µx(n))

∣

∣

∣

2

.

Mais
∣

∣(λx+h(p), µx+h(p)) − (λx(p), µx(p))
∣

∣ ≤
∥

∥(λx+h, µx+h) − (λx, µx)
∥

∥

∞
≤ k|h|.

Donc
∥

∥(Z1, Z2)
∥

∥

∞
≤ Max(K−, |||B

−1
+ |||+K+)k2|h|2 et donc

∃C, ∀(x, h) ∈ E2
− tel que |x| < R1 et |x+ h| < R1,

∥

∥(λx+h, µx+h) − (λx, µx) − A(x)(h)
∥

∥

∞
≤ C|h|2 .

III.5. En particulier, en regardant le terme d’indice 0 et sa deuxiéme composante, on a

∀(x, h) ∈ E2
− tel que |x| < R1 et |x+ h| < R1,

∣

∣ψ−(x + h) − ψ−(x) − P+A(x)(h)
∣

∣

+
≤ C|h|2

soit ψ−(x + h) = ψ−(x) + P+A(x)(h) + O
(

|h|2
)

. Comme P+A(x) est linéaire, ψ− est différentiable sur E− ∩
B(0, R1) de différentielle Dψ−(x) = P+A(x) et, comme x 7−→ P+A(x) est continue sur E− ∩ B(0, R1), on en
conclut que ψ− est C1 sur E− ∩B(0, R1) .

III.6. On a directement (0, 0) ∈ Ms(R) donc, en utilisant II.8., ψ−(0) = 0 c’est à dire (λ0, µ0) =
(

fn(0, 0)
)

n∈N
=

(

(0, 0)
)

n∈N
.

Or DGε(0, 0) = 0 ∈ L
(

E− × E+, Eε

)

. Donc
[

Id −D2χ(0, (λ0, µ0))
]

(ε1, ε2) = (W1,W2) avec W1(0) = ε1(0) et,

si n ≥ 1, W1(n) = ε1(n) − B−ε
1(n− 1) et, pour tout n ∈ N, W2(n) = ε2(n) −B−1

+ ε2(n + 1) .

III.7. � Avec les notations de III.6., on a
n
∑

k=0

Bn−k
− W1(k) = Bn

−ε
1(0) +

n
∑

k=1

Bn−k
− ε1(k) − Bn−k+1

− ε1(k − 1) = ε1(n).

�
n+p
∑

k=n

Bn−k
+ W2(k) =

n+p
∑

k=n

Bn−k
+ ε2(k)−Bn−k−1

+ ε2(k+ 1) = ε2(n)−B−p−1
+ ε2(n+ p+ 1) −−−→

p→+∞
ε2(n) donc la série

(
∑

Bn−k
+ W2(k)

)

converge et
+∞
∑

k=n

Bn−k
+ W2(k) = ε2(n).

T (W1,W2)(n) =
(

n
∑

k=0

Bn−k
− W1(k),

+∞
∑

k=n

Bn−k
+ W2(k)

)

.

III.8. � On a vu au 5. que Dψ−(0)(h) = P+A(0)(h)(0) et A(0)(h) = T ◦ D1χ(0, (λ0, µ0))(h)(n) = (Bn
−h, 0) donc

Dψ−(0) = 0L(E− ,E+) .

� Ms(R1) est donc une sous-variété de Rd de classe C1 qui a pour espace tangent en (0, 0) E−.

* * *
* *
*
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Résultats hors-programme utilisés

[HP 1] Au programme, la formule de Taylor-Young ne figure que pour 2 variables et pour des fonctions à valeurs
réelles. Il est facile de passer aux fonctions à valeurs dans Rd en écrivant la formule pour chaque composante.
La démonstration dans le cas d’une application de d variables est similaire à celle pour 2 variables.

[HP 2] Le théorème d’inversion locale n’est pas cité par le programme. Seuls apparaissent d’une part un théorème
d’inversion avec l’hypothèse d’injectivité pour f C1 (le cas Cp n’est pas cité), d’autre part une allusion au
théorème des fonctions implicites pour traiter la géomètrie. On peut déduire le théorème d’inversion locale du
théorème du programme:

Plaçons dans les hypothèses de l’énoncé (la démonstration générale est identique).

� Supposons ∀n ∈ N∗, f
Bo(0, 1

n
)
non injective. Alors ∃ (an, bn) ∈

(

Bo(0,
1
n
)
)2
, an 6= bn et f(an) = f(bn). On a

donc 0 = f(an)− f(bn) = Df(bn)(an − bn) + |an − bn|ε(an − bn) avec lim
u→0

ε(u) = 0 donc Df(bn)

(

an − bn
|an − bn|

)

=

−ε(an−bn). La suite (un)n∈N∗ =

(

an − bn
|an − bn|

)

n∈N∗

étant bornée admet une sous-suite convergente (uϕ(p))p∈N:

uϕ(p) −−−→
p→+∞

` avec |`| = 1. Comme (aϕ(p), bϕ(p) −−−→
p→+∞

(0, 0), on obtient, en passant à la limite quand p tend vers

+∞, Df(0)(`) = 0 donc, puisque Df(0) est inversible, ` = 0 ce qui est contradictoire. Donc il existe n0 ∈ N∗

tel que f
Bo(0, 1

n0
)
injective.

� D’autre part,
∣

∣det
(

Df(x)
)
∣

∣ −−−→
x→0

∣

∣det
(

Df(0)
)
∣

∣ > 0 (le déterminant est continue sur L(Rd) car il s’exprime

comme comme combinaison linéaire de produits de formes linéaires sur L(Rd)) donc il existe U ouvert, U ∈ V(0)
tel que ∀x ∈ U, det

(

Df(x)
)

6= 0. Soit U ′ = U ∩Bo(0,
1

n0
): c’est un ouvert sur lequel f vérifie les hypothèses du

théorème du programme. D’après ce théorème, g = f
U ′ est un C1 difféomorphisme de U ′ sur l’ouvert f(U ′).

� Il reste à montrer que g−1 est C2. On a D(g−1)(y) =
[

Df
(

g−1(y)
)]−1

. Df(x) est C1 sur U ′ et g−1 est

C1 donc y 7→ Df
(

g−1(y) est C1 à valeurs dans GL(R2), or u 7→ u−1 est C∞ sur GL(R2) (il suffit d’écrire la
matrice de u−1 dans une base en fonction de celle de u dans la même base) donc D(g−1) est C1 donc g−1 est
C2.

[HP 3] Le théorème du point fixe n’apparait que dans ”l’annexe MP∗” (donc pas dans le programme officiel).

[HP 4] Les complétudes de
(

B(A,E), ‖ ‖∞
)

où E est un espace de Banach et A une partie d’un espace vectoriel normé

et de
(

L(E), ||| |||
)

si E est un espace de Banach apparaissent dans”l’annexe MP∗”.


