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Préliminaire

Ona0</b()\f() ())th—ﬁ/b(f( dt+2)\/f dt+/(())2dt—A)\2+B)\+C.

Le polynéme P = AX? + BX + C est positif sur R donc son discriminant est négatif : B2 —4AC < 0 d’ou

- @ < VAC = \/ / b (f(t))%zt\/ / (o) at

I Etude de la fonction f-

1) Powr 0<a<y<2ret 0<a<b<2monalz|<2ret|b <27 dou
|[f(@.y) = f(a,b)] = |2n(z —a) —a(y — b) — b(z — a)| < 67 max{|z — al, [y — b]} < 67|(z,y) — (a,b)]].
On a la méme inégalité | f(z,y) — f(a,b)| < 67|/(2,y) — (a,b)|| dans les autres cas.
Ainsi f est 6m-lipschitzienne donc continue.

f(@,20) = f(zo,20) _ (27 — 20) — T0(27 — 70)
T — X B €T —To

f(z,20) — f(x0, z0) _ xo(2m — ) — 20(27 — x0) —

r — X r — X
f(x,xo) _f(anxO)

2°) Pour x < xg on a = 21 — xq et, pour x > xo,

Comme 27 —xg # —xg le taux d’accroissement ne peut avoir de limite en zg : f n’admet

pas de dérivée partielle par rapport & x en (29, Zp). T
y |0 27 z |0 s 27
"I+ 0 - m/ + 0 -
3°) Les variations de ¢ sont : (27 —x) = m(x) et celles de m 2
el \ m(z)| N
0 0 0 0

Ainsi on a 0 < p(y) = f(x,y) < 72 pour tous z et y avec f(x,y) = 0 si et seulement si x =0, x =27, y =0
ouy=2m et f(x,y) =72 si et seulement si z =y = 7.
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II Etude d’un endomorphisme associé a f.

1°) a) E est le noyau de ’application linéaire de CQ([O; 27], R) vers R? qui & f associe (f(O), f(27r)) ; ¢’est donc
un sous-espace de C?([0; 27, R).

b) On a N(y) > 0.

27
Si N(¢) = 0 alors / t)dt = 0 or ¢? est continue positive donc est nulle ; on en déduit ¢ = 0.

2 2 27
N(\p) = / A22(t) dt = )\2/ t)dt = |)\|/ t)dt = [\ N ().

N(gow):\//o F(w<t>+w<t>)2dt:\//o ”¢2(t)dt+2/o Fso(tw)dw/o ") di
/0 ©2(t) dt+2\//0 ©2(t) dt\//o P2 (t) dt—i—/o ¥(t))” dt (Cauchy-Schwarz)

(\//2 dt+\/02wa ) \//2 dt+\/02ww2()dt N(g) + N(w)

27

IN

IN

2°) On a ¢(z) =27 /OZ yp(y) dy + 271'96/ o(y) dy — 95/0 WQ‘P(Q) dy.

x

a) L’application « : ¢ — 9 est linéaire.
Comme ¢ est continue I’expression ci-dessus montre que v est dérivable avec

2m 2m 2m
Y (x) = 2mrp(x) + 27 / o(y) dy — 2map(x) — yp(y)dy = 27 / p(y) dy — 2mzp(x) puis ¥ est de
x 0 x
classe C? avec 1" (z) = —2mp(z). Ainsi ¢ € C*([0; 27], R).

27

De plus 1(0) = | " () (0, 5) = 0 et p(2m) = | ewrery) =0 donc v e p.

b) Supposons a(p) =1 = 0 alors —2mp = ¢” = 0 donc ¢ = 0. Ainsi ker(a) = {0} donc « est injective.

c) Si ¢ = a(y) alors 1" = —2m¢ donc 1 est de classe C1. a ne peut donc étre surjective car E contient des
éléments qui ne sont pas de classe C*(1).

3°) a) On a " P(x,y)dx = /y 22 (27 — y)? dx + > /2w(27r —x)%dx = 2§y2(27r —y)? puis
0 0 y
2m 5
C= %ﬂ ) v (2m —y)? dy = 1?7; :
9 2m 2 2m 2m 9 2m
b) On a (a(p)@)” = ( | ewsendn) < [T P [ Pwaa = (@) [ Pand
0 0 0 0

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ou

\//277 x<N \//277 2Ff2xy)dy>dx— N(p)VC

(1) Par exemple p(z) = 0 pour z € [0; 7] et ¢(x) = sin®(z) pour z € [r; 27].

2
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III Quelques applications numériques.

1°) g est affine par morceaux et continue car ¢o(0) = ¢o(27) =0 ; son graphe est "en dents de scie”.
La périodicité implique que g est paire si et seulement si sa restriction a [—m; 7] Pest c’est-a-dire si et
seulement si Vz € [0; 7] wo(—x) = @o(x).
Or o(—z) = po(27 — ) = f(2m — =z, yo) si z € [0; 7] car alors 27 — x € [m; 27| C [0; 27].
Siyo < 7 alors, en appliquant en « = yo, on doit avoir f(27 —yo, yo) = yo((27r— (27r—y0)) =32 = f(yo,%0) =
Yo (2w — yo) donc yo = 0 ou yo = 7.
De méme, si yg > 7, on a, en appliquant en x = 27 — yg, yo = 7™ ou yg = 2.
Inversement si yo € {0, 27} alors g = 0 donc est paire et si yo = 7 alors ¢g est paire (égale & wa sur [0;7]).
On suppose donc yy = 7 dans la suite(?).

2°) Comme ¢q est paire on a by, (pg) =

1 (7 1 w2
= — t)dt = — tdt = —.
ao (o) 5 /_W 7T/0 ®ol(t) / T 5

1 (7 2 01" ™ sin(nt
an(po) = ;/ ©o(t) cos(nt) dt = / wt cos(nt) dt = 2 [ sm(n )] - 2/ sin(n )dt
0 0 0

- n n

B T e

n? n? —> sin est impair

o est continue et de classe C' par morceaux donc sa série de Fourier converge (uniformément)®) vers ¢y :

—+oo
7T.2

4
Vie R @o(t) = -5t I;Jmcos (26 +1)t)

4
3°%) En appliquant ’égalité ci-dessus en 0 on obtient 0 = % + 2 m donc ,;J m = %
+oo +oo 2 +oo 2 2
1 7 1 1 ™ S 1 4 ™
Ona;rﬂ Z2/g+1 +Z 2k; 8 4I;kz2 5 TP T e TR T
. r e L[ 2 2 IR 2 " 2
4°) On applique ’égalité de Parseval : — |<p0(t)| dt = |ag|” + 3 Z lan|® + |bn|® or (¢o(t))”dt =
n=1 0
T 5o 5 2 +oo 1 7'(‘4
£2dt =" donc = =T Tot S = =" pui
/0 s 3 onc + Z ( 2%+ 1)2 > ou ,;) @k+1)' 96 puis
+oo +oo +oo 4 +oo 4 4
1 1 s S’ 1 167 s
— =9 = e —— ——=—+ —donc &' = — ==
; n ];) (2k: NI ;;1 @7 96 16 O™ ; nd 1596 90

(2) 1’énoncé est imprécis, il aurait du imposer, par exemple, ¥ €]0; 27].
() La convergence uniforme de la série se déduit aussi de la convergence absolue de la série des coefficients de
Fourier.



