CONCOURS COMMUN DES MINES 97 - EPREUVE D’INFORMATIQUE



1	Problème sur les automates - La reconnaissance de motifs



1.(a) Le langage reconnu par l’automate� INCORPORER Equation.2  ���est l’ensemble des mots de A* qui admettent le mot aba comme suffixe.

On peut le décrire par l’expression rationnelle � INCORPORER Equation.2  ���.



(b)L’algorithme de déterminisation consiste à construire un automate dont les états sont des ensembles d’états de � INCORPORER Equation.2  ���. L’état initial est l’ensemble des états initiaux de� INCORPORER Equation.2  ���, et l’ensemble des transitions est initialement vide.

Puis, à partir de l’état initial d’abord, et ensuite de chaque nouvel ensemble d’états B créé, on détermine pour chaque lettre l’ensemble B’ des états de� INCORPORER Equation.2  ���accessibles par une transition étiquetée par cette lettre à partir d’au moins un état de B, et on ajoute une transition de B vers B’ étiquetée par cette lettre à l’ensemble des transitions de l’automate déterministe en construction. Si B’ n’a pas encore été rencontré, on l’ajoute à l’ensemble des états, et on applique l’algorithme à partir de B’. L’algorithme s’arrête lorsque plus aucun nouvel état n’est créé, et les états terminaux de l’automate obtenu sont les ensembles d’états de� INCORPORER Equation.2  ���contenant un état terminal (dans le cas présent : contenant 3). 

Par exemple, l’état initial de� INCORPORER Equation.2  ���est {0}, et l’ensemble des états accessibles à partir de 0 par une transition étiquetée par a est l’ensemble {0;1},qui fournit un nouvel état de l’automate déterminisé. Par contre, l’ensemble des états accessibles à partir de 0 par une transition étiquetée par b est {0}, déjà rencontré.

Cette méthode nous fournit un automate dont la table de transition et la représentation graphique sont les suivantes : 

�a�b��{0}�{0;1}�{0}��{0;1}�{0;1}�{0;2}��{0;2}�{0;1;3}�{0}��{0;1;3}�{0;1}�{0;2}��correspondance��{0}�0��{0;1}�1��{0;2}�2��{0;1;3}�3���



















2.(a) Le langage reconnu par l’automate� INCORPORER Equation.2  ���est formé des mots de A* qui admettent le mot abaab comme suffixe.

On peut le décrire par l’expression rationnelle � INCORPORER Equation.2  ���.



�a�b��{0}�{0;1}�{0}��{0;1}�{0;1}�{0;2}��{0;2}�{0;1;3}�{0}��{0;1;3}�{0;1;4}�{0;2}��{0;1;4}�{0;1}�{0;2;5}��{0;2;5}�{0;1;3}�{0}��(b)





L’algorithme décrit à la question précédente nous amène à la table de transition

ci-contre, où l’état initial est {0} et l’état final {0;2;5}:









3.(a)Montrons par récurrence sur� INCORPORER Equation.2  ���que l’état B(w) de� INCORPORER Equation.2  ���atteint à partir de l’état initial par la lecture de w est l’intersection de P avec l’ensemble S(w) des suffixes de w.

Si w est de longueur nulle, alors c’est le mot vide� INCORPORER Equation.2  ���. Or� INCORPORER Equation.2  ���, et par conséquent� INCORPORER Equation.2  ���.�Parallèlement, le seul état de� INCORPORER Equation.2  ���accessible par lecture du mot vide est l’état initial� INCORPORER Equation.2  ���, donc� INCORPORER Equation.2  ���, et on a bien� INCORPORER Equation.2  ���.

Supposons la propriété vraie pour tout mot de longueur p, et montrons-la pour un mot w de longueur p + 1.�Soit u le préfixe de w formé des p premières lettres, et l la lettre de l’alphabet telle que w = ul.������La lecture de u par� INCORPORER Equation.2  ���a permis d’atteindre l’état B(u). Or � INCORPORER Equation.2  ���. Par hypothèse de récurrence, on a donc � INCORPORER Equation.2  ���. Comme� INCORPORER Equation.2  ���, et que� INCORPORER Equation.2  ���est, indépendamment de la valeur de � INCORPORER Equation.2  ���, une transition de� INCORPORER Equation.2  ���, on a déjà� INCORPORER Equation.2  ���. Les autres éléments de B(w) sont les états de� INCORPORER Equation.2  ���différents de� INCORPORER Equation.2  ���et accessibles à partir d’un état de B(u) par une transition étiquetée par l.��Soit s ( B(u). Si un état non initial de� INCORPORER Equation.2  ���est accessible à partir de s par transition d’étiquette l, alors cet état doit être dans P, et il ne peut s’agir que de l’état sl. Réciproquement, si � INCORPORER Equation.2  ���, alors� INCORPORER Equation.2  ���, et sl est accessible à partir de s par transition d’étiquette l. Il en résulte que � INCORPORER Equation.2  ���.�Mais� INCORPORER Equation.2  ���. Or � INCORPORER Equation.2  ���est l’ensemble des suffixes non vides de w, donc finalement� INCORPORER Equation.2  ���. On conclut :



L’état de Df atteint à partir de l’état initial par la lecture d’un mot de A* est l’intersection de P avec l’ensemble des suffixes de ce mot



(b) On peut de nouveau utiliser une récurrence sur la longueur de w pour montrer que B(w) est entièrement déterminé par la connaissance de son mot le plus long. Reprenons les notations du (a) :

C’est trivialement vrai si w est vide, car dans ce cas� INCORPORER Equation.2  ���ne contient que son mot le plus long.

Si la connaissance du mot le plus long de B(u) permet d’en déduire tout l’ensemble B(u), alors la connaissance du mot le plus long de B(w) permet d’en déduire B(w) : en effet, ou le mot le plus long est� INCORPORER Equation.2  ���, et dans ce cas� INCORPORER Equation.2  ���, ou alors il est de la forme sl, avec s mot le plus long de B(u). Dans ce deuxième cas, la connaissance de s permet par hypothèse de récurrence d’en déduire B(u), puis les éléments non vides de B(w), par concaténation de l aux mots de B(u).



L’état de Df atteint par lecture d’un mot de A* est entièrement déterminé par son élément le plus long



(c) D’après (a), la lecture par Df d’un mot w de P permet d’atteindre les états de Af qui sont des suffixes de w. Or w lui-même est à la fois un état de Af  et un suffixe de w, et c’est évidemment le plus long suffixe possible de lui-même. Il en résulte que � INCORPORER Equation.2  ���est identifié par w. Donc Df contient au moins les n + 1 états identifiés aux mots de P.

Réciproquement, tout état de l’automate déterministe Df est accessible par au moins un mot de A*, et peut donc être identifié, d’après (b), à un suffixe de ce mot qui est aussi élément de P . Comme il n’y a que n + 1 éléments dans P, Df contient au plus n + 1 états. En résumé :

Df contient exactement n + 1 états (soit le même nombre que Af), identifiés par les mots de P 

p�a�ab�aba�abaa�abaab��((p)�1A*�1A*�a�a�ab��

4.(a) 





(b) 

Soit x ( A. Si x = a1, alors x ( P et 1A*.x = a1 = x, et sinon x ( P et 1A*.x = 1A* .

Soient x ( A et p ( P - {1A*}. Supposons définies toutes les transitions à partir des états de Df  identifiés par les préfixes de p autres que p.�En tant qu’état de Df , l’état p est en fait un ensemble d’états de Af, formé d’après 3.(a) des suffixes de p qui sont dans P. Si on identifie ces états à des mots de P, on peut les classer par longueur croissante, de telle sorte que � INCORPORER Equation.2  ���.�D’autre part,  p peut être aussi considéré, d’après 3.(a) et 3.(b), comme l’état de Df accessible à partir de l’état initial par lecture du mot p. Donc p.x est l’état de Df accessible à partir de l’état initial par lecture du mot px. C’est donc l’ensemble de tous les états de Af accessibles par transition étiquetée par x à partir de l’un des états � INCORPORER Equation.2  ���. Par conséquent, � INCORPORER Equation.2  ���. Mais, d’après 3.(b), c’est le mot le plus long de cet ensemble qui l’identifie. D’où :�- si px ( P, le mot le plus long est px lui-même, et donc p.x = px.�- si px ( P, alors � INCORPORER Equation.2  ���. Mais � INCORPORER Equation.2  ���, donc l’ensemble� � INCORPORER Equation.2  ��� n’est autre que ((p).x.�

Les formules de la question 4.(b) définissent bien récursivement les transitions de Df

5. A ce niveau, l’énoncé présente une incohérence, puisque la fonction ( n’est normalement définie que sur P - {1A*}.

Nous allons par conséquent étendre son ensemble de départ à l’ensemble� INCORPORER Equation.2  ���. Cela ne nuit pas à la correction de ce qui précède, car P ( PA, et donne un sens à l’énoncé de la question courante.�

Il est clair que si x ( A, le suffixe propre le plus long de x (= 1A* x) est 1A*, qui est bien élément de P.�

Soient x ( A et p ( P - {1A*}. Supposons calculée la fonction ( pour tous les éléments de PA de longueur strictement inférieure à celle de px. Cela entraîne en particulier la connaissance de ((p) et de ((((p)x).��- 1er cas : ((p)x ( P.�Dans ce cas, comme ((p) est un suffixe propre de p, ((p)x est un suffixe propre de px, et il est dans P, donc ((p)x est un suffixe du plus long suffixe propre de px dans P, c’est-à-dire de ((px).�Mais d’autre part, ce que nous venons d’établir implique que ((px) n’est pas le mot vide, donc est de la forme hx. hx étant un suffixe propre de px, h est un suffixe propre de p, donc est un suffixe de ((p). Il en résulte que hx est un suffixe de ((p)x. Autrement dit, ((px) est un suffixe de ((p)x.�En résumé, dans ce cas, on a bien égalité entre ((px) et ((p)x, chacun de ces mots étant un suffixe de l’autre.��- 2ème  cas : ((p)x ( P.�Dans ce cas, ((((p)x) est un suffixe propre de ((p)x, qui est lui-même un suffixe propre de px, donc ((((p)x) est un suffixe propre de px. Mais c’est aussi un élément de P, donc ((((p)x) est un suffixe du plus long mot vérifiant cette double condition, à savoir ((px).�En particulier, si ((px) = 1A* , alors ((((p)x) = 1A*  = ((px).�Si, en revanche, ((px) ( 1A* , alors ((px) = hx, où hx ( P, ce qui a comme conséquence que h ( P, lui aussi.�Or ((px) est un suffixe propre de px, donc px = g((px) = ghx, avec g non vide, d’où h est un suffixe propre de p, c’est-à-dire un suffixe de ((p). Mais alors hx est un suffixe de ((p)x.�Ainsi, ((px) est un suffixe de ((p)x. Comme le premier est dans P, alors que par hypothèse le second n’y est pas, ((px) est un suffixe propre, élément de P de surcroît, de ((p)x, donc ((px) est un suffixe de ((((p)x).�A nouveau, on a donc ((((p)x) et ((px) suffixes l’un de l’autre, et par suite égaux, ce qu’il fallait prouver.



La fonction ( de PA dans P peut être calculée récursivement par les formules de la question 5.



6. L’algorithme de reconnaissance de toutes les occurrences d’un facteur f dans un mot t se décompose en deux parties principales : la fabrication de l’automate déterministe Df, puis la lecture du mot t par cet automate. Df est en effet équivalent à Af, dont on a vu (dans un cas particulier aisément généralisable) à la question 1.(a) qu’il reconnaissait tous les mots ayant f comme suffixe. Il suffit donc de lui faire lire le mot t, et de marquer chaque passage par l’unique état terminal, un tel passage correspondant pour le mot f à une position de suffixe du sous-mot déjà lu de t, et donc de facteur dans le mot t.



Etudions d’abord le coût en complexité de la fabrication de Df :

L’ ensemble P possède |f| + 1 éléments, et on peut aisément le représenter par un tableau de |f| + 1 cellules, ordonné par longueur croissante, ce qui a une complexité en O(|f|).

L’ensemble PA a 2|f| + 2 éléments, que l’on peut également placer dans un tableau avec une complexité en O(|f|), en parcourant le tableau P, et en faisant correspondre à chaque cellule p de P les cellules pa et pb de PA.

Le calcul récursif des images par ( des éléments de PA décrit à la question 5. peut être réalisé en parcourant dans l’ordre naturel le tableau PA, tout en mettant à jour un tableau AlphaPA de même longueur contenant pour chaque cellule l’image par ( de la cellule de même indice de PA . On peut ensuite récupérer les valeurs qui nous intéressent (les images des éléments non vides de P) dans un tableau AlphaP par un parcours de AlphaPA. Tout cela demande encore une complexité en O(|f|).

Les états de Df sont déjà représentés par le tableau P. A chacun de ces états correspondent deux transitions, que l’on peut calculer à l’aide de la méthode exposée à la question 4.(b), en effectuant un parcours simultané de P et AlphaP. On crée de cette façon un tableau bidimensionnel T dont la cellule d’indice (p,x) contient l’état p.x, et toujours en O(|f|).



La lecture du mot t consiste alors à se mouvoir itérativement dans P, en se plaçant initialement en 1A*, au gré des transitions fournies par T, et dont les étiquettes sont fournies par les lettres successives de t. A chaque passage par la dernière cellule de P (celle qui contient f), on met à jour un compteur (ou on fait toute autre action adaptée) pour signaler une nouvelle occurrence de f dans t. Cette partie de l’algorithme consiste à parcourir le mot t, donc cette lecture de t par Df est de complexité en O(|t|).



Au total, l’algorithme proposé est donc bien de complexité en O(|f|+|t|).



Voici une implémentation fidèle en Caml de l’algorithme décrit ci-dessus. J’ai choisi de représenter les états de Df par les éléments de P dans le tableau P ainsi que les mots correspondant de PA dans PA. Par contre, pour une manipulation plus aisée des références aux cellules des différents vecteurs en présence, les états sont représentés par leur numéro d’ordre dans P dans les vecteurs AlphaPA, AlphaP et T. L’intérêt de cette implémentation est principalement de permettre la vérification, par simple comptage des instructions élémentaires, de l’ordre de complexité annoncé...



#let reconnaissance f t =

  let n = string_length f and compteur = ref 0 and état = ref 0

  in  

  let P = make_vect (n + 1) "" and PA = make_vect (2 * n + 2) ""

  and AlphaPA = make_vect (2 * n + 2) 0 and AlphaP = make_vect n 0

  and T = make_matrix (n + 1) 2 0

  in

  for k = 0 to n do P.(k) <- sub_string f 0 k done;

  for k = 0 to n do PA.(2 * k) <- P.(k)^"a"; PA.(2 * k + 1) <- P.(k)^"b" done;

  for k = 1 to n

  do

    let p = P.(k)

    in

    let i = if PA.(2 * k - 2) = p then AlphaPA.(2 * k - 2) else AlphaPA.(2 * k - 1)

    in

    if P.(i + 1) = P.(i)^"a" then

      (AlphaPA.(2 * k) <- i + 1; AlphaPA.(2 * k + 1) <- AlphaPA.(2 * i + 1))

    else

      (AlphaPA.(2 * k) <- AlphaPA.(2 * i); AlphaPA.(2 * k + 1) <- i + 1)

  done;

  for k = 0 to 2*n-1 do if PA.(k) = P.(k/2 + 1) then AlphaP.(k/2) <- AlphaPA.(k) done;

  if n <> 0 & P.(1) = "a" then T.(0).(0) <- 1;

  if n <> 0 & P.(1) = "b" then T.(0).(1) <- 1;

  for k = 1 to n - 1

  do

    T.(k).(0) <- if P.(k)^"a" = P.(k + 1) then k + 1 else T.(AlphaP.(k - 1)).(0);

    T.(k).(1) <- if P.(k)^"b" = P.(k + 1) then k + 1 else T.(AlphaP.(k - 1)).(1)

  done;

  if n <> 0 then T.(n).(0) <- T.(AlphaP.(n - 1)).(0);

  if n <> 0 then T.(n).(1) <- T.(AlphaP.(n - 1)).(1);

  for k = 0 to string_length t - 1

  do

    let j = if t.[k] = `a` then 0 else 1

    in

    état := T.(!état).(j);

    if !état = n then incr compteur

  done;

  !compteur;;

reconnaissance : string -> string -> int = <fun>



#reconnaissance "aba" "abaabbaaababa";;

- : int = 3



2	Problème de logique - Le connecteur de Sheffer



1.	2.

x�y�x|y��1�1�0��1�0�1��0�1�1��0�0�1��x�x|x��1�0��0�1�� 













La table construite en 2. est clairement celle de� INCORPORER Equation.2  ���, donc � INCORPORER Equation.2  ���.

D’après la question 2. et la règle de substitution pour la synonymie, on a bien� INCORPORER Equation.2  ���.

� INCORPORER Equation.2  ���



� INCORPORER Equation.2  ���.

� INCORPORER Equation.2  ���



� INCORPORER Equation.2  ���.



7. Par définition, une formule de la logique propositionnelle est une formule écrite à partir d’un nombre fini de variables, du connecteur unaire de négation et des connecteurs binaires de disjonction, implication et conjonction.

D’après les questions précédentes, toute formule faisant intervenir l’un de ces connecteurs est équivalente à une formule ne faisant intervenir que le connecteur de Sheffer, ce qui permet la construction de l’algorithme récursif suivant pour la transformation :



ALGO Shefferiser (F :formule de la logique propositionnelle) ( F* :formule de Sheffer

DEBUT

	CAS

		SI F est une variable propositionnelle ALORS F

		SI � INCORPORER Equation.2  ���ALORS

			G* ( Shefferiser (G)

			G*|G*

		SI F ( A ( B  ALORS

			A* ( Shefferiser (A)

			B* ( Shefferiser (B)

			(A*|A*)|(B*|B*)

		SI F ( A ( B  ALORS

			B* ( Shefferiser (B)

			Shefferiser (A)|(B*|B*)

		SI F ( A ( B  ALORS

			A* ( Shefferiser (A)

			B* ( Shefferiser (B)

			(A*|B*)|(A*|B*)

		SI F ( A | B  ALORS

			Shefferiser (A)|Shefferiser (B)

	FIN CAS

FIN



Shefferiser (x((y(z))	( (Shefferiser (x)|Shefferiser (y(z))|(Shefferiser (x)|Shefferiser (y(z))

		( (x|Shefferiser (y(z))|(x|Shefferiser (y(z))

		( (x|((Shefferiser (y)|Shefferiser (y))|(Shefferiser (z)|Shefferiser (z)))

		    |(x|((Shefferiser (y)|Shefferiser (y))|(Shefferiser (z)|Shefferiser (z)))

		( (x|((y|y)|(z|z)))|(x|((y|y)|(z|z)))



x((y(z) ( (x|((y|y)|(z|z)))|(x|((y|y)|(z|z)))



Montrons par récurrence le résultat suivant � INCORPORER Equation.2  ���.

� INCORPORER Equation.2  ���

Supposons H(n) vraie et montrons H(n + 1) :�Soit F une formule équilibrée de poids inférieur ou égal à n + 1. Si� INCORPORER Equation.2  ���, alors H(n) permet de conclure.�Si� INCORPORER Equation.2  ���, Alors F n’est pas une variable propositionnelle, donc est de la forme G c H, avec G,H équilibrées telles que � INCORPORER Equation.2  ���. Il en résulte, puisque c est un connecteur, que nécessairement n = 2m.�Or, par hypothèse de récurrence, � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���.

D’après le théorème de récurrence, la proposition H(n) est donc vraie pour tout n.



Une autre manière d’aborder cette question consiste à associer à toute formule logique équilibrée l’arbre binaire qui le représente en tant qu’expression arithmétique. On montre facilement que cet arbre binaire est plein, c’est-à-dire qu’à chaque niveau de profondeur, tous les noeuds disponibles sont utilisés. Dans ce contexte, le poids d’une formule correspond au nombre des noeuds internes de l’arbre, tandis que le nombre k correspond à sa profondeur.



Le poids d’une formule équilibrée est de la forme 2k - 1, où k représente la profondeur de son arbre binaire associé











10. Il est clair pour commencer que (*(0) = 0. D’autre part, si F est une formule équilibrée de poids n ( 0, alors on a � INCORPORER Equation.2  ���et F = G c H, avec ((G) = ((H) = 2k - 1  - 1. Or, dans le pire des cas ( c = ( ou c = (), la transformation de F fait apparaître 3 connecteurs de Sheffer, plus deux fois le nombre des connecteurs de Sheffer issus des transformations de G et H. Ces deux dernières formules ayant même poids, le poids au pire de leurs transformées est aussi identique, et vaut (*(2k - 1 - 1). Si l’on pose uk = (*(2k  - 1), on a donc u0 = 0 et la relation de récurrence :

� INCORPORER Equation.2  ���

Cette suite arithmético-géométrique admet comme expression générale � INCORPORER Equation.2  ���.

Or � INCORPORER Equation.2  ���, d’où uk = (*(n) = (n + 1)2 - 1 = n(n + 2).

(*(n) = n(n + 2)



4	Problème de programmation en Caml - La gestion des macro-définitions



1.(a)" Info() Info1() " ( " Informatique Info1() " 



" Cat(1,2) "  ( " 12 " 



" Echange(1,2) "  ( " 2,1 " 



)" a Commentaire(Hello,World) b " ( " a  b " 



2. Si l’on expanse d’abord la macro-expression "Info()" , on obtient " Permute(Informatique,Epreuve) " , puis, compte tenu du symbole actif Permute, on obtient " EpreuveInformatique " .

Si, en revanche, on expanse d’abord Permute, on obtient " EpreuveInfo() ", qui ne peut plus être davantage expansée car EpreuveInfo n’est pas un symbole actif.



Les deux résultats envisageables de la macro-expansion de " Permute(Info(),Epreuve) " sont

" EpreuveInformatique " et " EpreuveInfo() "



3. Le résultat de la macro-expansion de " Permute(Info,Epreuve) " est " EpreuveInfo ", mais cet exemple ne présente aucun intérêt ici. Sans doute faut-il comprendre que l’on demande le résultat de la macro-expansion de 

" Permute(Info(),Epreuve) " , qui, quant à lui, vaut " EpreuveInformatique " .



4.(a) " Echange(Echange(1,2)) "  ( " Echange(2,1) "  ( " 1,2 "  



" Cat(In,fo()) "  ( " Info() "  ( " Informatique "



" x() " ( " xx() " ( " xxx() "



" y() " ( " y() " ( boucle infinie de macro-expansions de la même chaîne de caractères



(e) " x() y() " ( " x() y() " ( boucle infinie de macro-expansions de la même chaîne de caractères



" Cat(C,Cat(Echange(t,a)))(1,2) "	( " Cat(C,Cat(a,t))(1,2) " ( " Cat(C,at)(1,2) "

	( " Cat(1,2) " ( " 12 " 



TableDesSymboles est de type 'a table_des_symboles, où 'a est le type de EntréeVide, soit macro_definition. On peut donc conclure :



TableDesSymboles est de type macro_definition table_des_symboles



Pour se conformer à l’énoncé, on peut d’ailleurs remplir TableDesSymboles conformément à la table 3, mais en triant déjà les entrées dans l’ordre lexicographique pour préparer les questions 8. et 9. :



TableDesSymboles.Table.(3) <- {Symbole = "Info" ; Definition = "Informatique"};

TableDesSymboles.Table.(4) <- {Symbole = "Permute" ; Definition = "$2$1"};

TableDesSymboles.Table.(2) <- {Symbole = "Echange" ; Definition = "$2,$1"};

TableDesSymboles.Table.(0) <- {Symbole = "Cat" ; Definition = "$1$2"};

TableDesSymboles.Table.(1) <- {Symbole = "Commentaire" ; Definition = ""};

TableDesSymboles.Table.(5) <- {Symbole = "x" ; Definition = "xx()"};

TableDesSymboles.Table.(6) <- {Symbole = "xx" ; Definition = "xxx()"};

TableDesSymboles.Table.(7) <- {Symbole = "y" ; Definition = "y()"};

TableDesSymboles.TailleTable <- 8;;

6. let estDansTable chaine =

    try

      for k = 0 to TableDesSymboles.TailleTable - 1

      do if TableDesSymboles.Table.(k).Symbole = chaine then raise Exit done;

      false

    with Exit -> true;;



Avec un exemple...



#estDansTable "Cat";;

- : bool = true



Le pire des cas est celui où l’argument de la fonction n’est pas un symbole actif, ou alors est la dernière macro-définition mémorisée dans la table. Une boucle de TableDesSymboles.TailleTable tours est alors effectuée. Or chaque tour comporte une lecture en temps constant du champ Symbole d’une entrée de la table et la comparaison avec chaine, et est donc exécuté en temps constant, et il y en a autant que d’entrées dans la table, d’où :



La complexité au pire de la fonction estDansTable est linéaire par rapport au nombre d’entrées dans la table



7. let defDansTable chaine =

    let def = ref ""

    in

    try

      for k = 0 to TableDesSymboles.TailleTable - 1

      do

        if TableDesSymboles.Table.(k).Symbole = chaine then

        begin def := TableDesSymboles.Table.(k).Definition; raise Exit end

      done;

      invalid_arg (chaine^" n'est pas un symbole actif")

    with Exit -> !def;;



Avec deux exemples, le second pour illustrer la conformité au cahier des charges concernant la gestion des erreurs :



#defDansTable "x";;

- : string = "xx()"

#defDansTable "coucou";;

Uncaught exception: Invalid_argument "coucou n'est pas un symbole actif"



La structure de la fonction defDansTable est identique à celle de estDansTable. La complexité au pire de defDansTable, correspondant au cas d’un symbole non actif, ou mémorisé en fin de table, est donc linéaire par rapport au nombre d’entrées n = TailleTable dans la table.

Si l’on se limite à des arguments chaine qui sont effectivement des symboles actifs, alors la probabilité que chaine soit le symbole correspondant à l’entrée n° k de la table est égale à � INCORPORER Equation.2  ���, et dans ce cas la fonction effectue k + 1 tours de sa boucle interne, donc la complexité en moyenne de defDansTable est de l’ordre de � INCORPORER Equation.2  ���, c’est-à-dire encore linéaire par rapport à n.



Les complexités au pire et en moyenne de defDansTable sont linéaires par rapport à TailleTable



8. Nous allons utiliser la méthode de recherche dichotomique dans un tableau, que nous allons appliquer à TableDesSymboles.Table :



let defDansTableNouveau chaine =

  let g = ref 0 and d = ref (TableDesSymboles.TailleTable - 1) and def = ref ""

  in

  try

    while !g <= !d

    do

      let m = (!g + !d) / 2

      in

      if TableDesSymboles.Table.(m).Symbole = chaine then

        begin def := TableDesSymboles.Table.(m).Definition; raise Exit end

      else

        if avant TableDesSymboles.Table.(m).Symbole chaine then g := m+1 else d := m-1

    done;

    invalid_arg (chaine^" n'est pas un symbole actif")

  with Exit -> !def;;



Deux exemples :



let avant = prefix <=;;



#defDansTableNouveau "xx";;   

- : string = "xxx()"



#defDansTableNouveau "exemple fumeux";;

Uncaught exception: Invalid_argument "exemple fumeux n'est pas un symbole actif"



Soit n  le nombre d’entrées de la table, et supposons � INCORPORER Equation.2  ���. L’algorithme est essentiellement constitué d’une boucle qui, dans le pire des cas (chaine est rencontré lorsque le sous-tableau à examiner de la table n’a qu’une cellule, ou chaine n’est pas un symbole actif) s’arrête lorsque !g > !d. 

Or la suite des différences� INCORPORER Equation.2  ��� formée des différences (!d - !g) au tour de boucle n° k vérifie la relation de récurrence� INCORPORER Equation.2  ���, avec� INCORPORER Equation.2  ���(valeur avant l’entrée dans la boucle). Donc elle est strictement décroissante vers � INCORPORER Equation.2  ��� et devient nécessairement strictement négative à partir d’un certain rang, ce qui assure que le programme finit bien. Même lorsque le programme est interrompu par la rencontre fortuite de chaine dans une cellule de pivot, il comporte donc au plus  p tours de boucle, chacun de complexité constante, où p est le premier entier k tel que� INCORPORER Equation.2  ���. Or� INCORPORER Equation.2  ���. En posant � INCORPORER Equation.2  ���, on a � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���se produit dès que � INCORPORER Equation.2  ���. Il en résulte que � INCORPORER Equation.2  ���.

Par conséquent la complexité au pire de defDansTableNouveau est inférieure à une constante multipliée par ln n, et est donc d’ordre logarithmique. Il en est a fortiori de même en moyenne :



Les complexités au pire et en moyenne de defDansTableNouveau sont en O(ln TailleTable)



Le même modèle de recherche dichotomique est encore adapté :



let estDansTableNouveau chaine =    

  let g = ref 0 and d = ref (TableDesSymboles.TailleTable - 1)

  in

  try

    while !g <= !d

    do

      let m = (!g + !d) / 2

      in

      if TableDesSymboles.Table.(m).Symbole = chaine then raise Exit

      else if avant TableDesSymboles.Table.(m).Symbole chaine then g := m+1 else d := m-1

    done;

    false

  with Exit -> true;;



... et conduit naturellement à une complexité du même ordre :



La complexité au pire de estDansTableNouveau est d’ordre logarithmique en fonction du nombre d’entrées



FIN DE L’EPREUVE
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