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RECOMMANDATIONS AUX CANDIDATS ET CANDIDATES

L’ énonće de cetteépreuve, y compris cette page de garde, comporte 11 pages.

Si, au cours de l’́epreuve, un candidat ou une candidate rep̀ere ce qui lui sembleêtre une erreur
d’ énonće, il ou elle le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il ou elle a décidé de prendre.

Tout r ésultat fourni dans l’énonće peutêtre utilisé pour les questions ult́erieures même s’il n’a pas
été démontré. Il ne faut pas h́esiter à formuler les commentaires qui semblent pertinents m̂eme
lorsque l’énonće ne le demande pas explicitement.

COMPOSITION DE L’ ÉPREUVE

L’ épreuve comprend deux exercices et un probl`eme.

– Premier exercice : l’exercice de th´eorie des automates, no 1 page 2, `a résoudre en 75 minutes
environ.

– Deuxième exercice :l’exercice de logique des propositions, no 2 page 4, `a résoudre en 15 minutes
environ.

– Problème :un problème de programmationau choix parmi deux, à résoudre en 90 minutes envi-
ron. Les deux choix possibles sont :

– le problème de programmation en langage Pascal, no 3 page 5, pour les candidats et les
candidates d´esirant choisir ce langage ;

– le problème de programmation en langage Caml, no 4 page 8, pour les candidats et les can-
didates d´esirant choisir ce langage.

Attention ! Pour le problème, un seul choix est possible. Le candidat ou la candidate pr´ecisera son
choix sur sa copie et seul le probl`eme correspondant sera corrig´e.
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Épreuve d’Informatique

1 Exercice de th́eorie des automates, 75 mn environ

Sur la longueur des mots d’un langage reconnaissable

L’objet de ce probl`eme est d’´etudier deux propri´etés de la distribution des longueurs des mots d’un
langage reconnu par un automate fini.

Rappels pour fixer les notations et la terminologie

Un alphabetA est un ensemble fini d’´eléments appel´eslettres.A� est l’ensemble des suites finies de
lettres deA, appeléesmots. Le mot videest noté1A� . La longueurd’un motf , notéejf j, est le nombre
de lettres qui le composent. Unlangageest une partie deA�.

Un automateA est ungraphe orient´e et étiqueté, décrit par une structurehQ;A;E; I; T i. A est
un alphabet.Q est un ensemble fini appel´e ensemble deśetatsdeA. Ce sont lessommetsdu graphe.
I � Q est appel´e ensemble deśetats initiauxdeA. T � Q est appel´e ensemble deśetats terminaux
deA. E � Q�A�Q est appel´e l’ensemble destransitions. Une transition(p; a; q) est un arc du graphe,
d’étiquettea et allant de l’étatp vers l’étatq. On pourra la noterp

a
�! q. On représente graphiquement

l’automateA ainsi :

– unétate est figuré par un cercle marqu´e en son centre pare ; si e 2 I , cela est figur´e par une fl`eche
entrante sans origine ; sie 2 T , cela est figur´e par une fl`eche sortante sans but ;

– une transition(p; a; q) est figurée par une fl`eche allant de l’´etatp vers l’étatq et étiquetée par la
lettrea.

Un calcul deA est un cheminc = p0
a1�! p1

a2�! p2 � � �
an�! pn dans le graphe orient´e où 8i 2

[1; n]; pi�1
ai�! pi 2 E. p0 est l’originedu calcul,pn sonextrémité. L’ étiquettedec est le mot form´e par

la suite des ´etiquettes des arcs successifs du chemin. Un calcul d’originep, d’extrémitéq et d’étiquetteu
peutêtre notép u

�! q. Un calculp u
�! q deA est ditréussisi p 2 I et q 2 T . L(A), langage reconnu

parA, est l’ensemble des ´etiquettes des calculs r´eussis.

L’automateA est ditdéterministesi I est un singleton et si pour tout(p; a) 2 Q�A, il existeau
plus un q 2 A tel que(p; a; q) 2 E. Sinon, il est ditnon-déterministe. Tout automate est ´equivalentà un
automate d´eterministe.

A est ditémondési pour chaque ´etatp deA, il existe unétat initiali, unétat terminalt et deux mots
u et v tels quei u

�! p et p v
�! t sont des calculs, i.e. tout ´etat est r´eellement utile `a la reconnaissance

des mots deL(A). Tout automate est ´equivalentà un automate ´emondé.

Attention ! Dans cet exercice, tous les automates sont suppos´es déterministes et ´emondés. Les deux
parties de l’exercice sont ind´ependantes.

PREMIÈRE PARTIE

Nombre de mots d’une longueur donn´ee

1 – Exemple.SoitB l’automate décrit figure 1(a). Caract´eriser le langage reconnu par l’automateB. En
déduire, pour toutn 2 IN, le nombre de mots de longueurn reconnus parB.
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Épreuve commune 1999

2 – Exemple.Soit F l’automate décrit figure 1(b). Pourn 2 IN, on notef(n) le nombre de mots de
longueurn reconnus parF .

a – Exprimerf(n+ 2) en fonction def(n + 1) etf(n).

b – Calculerf(8).

p q

a a

b

b

(a) L’automateB

p q

b

a

a

(b) L’automateF

Figure 1 –Deux automates

3 – Généralisation.SoitA = hQ;A;E; I; T i un automate etL = L(A). Pour toutp 2 Q, on note
Lp = fu 2 A� j 9t 2 T p

u
�! tg. Soitn 2 IN et p 2 Q, on notel(n) le nombre d’éléments deL

de longueurn et lp(n) le nombre d’éléments deLp de longueurn.

a – Soitp 2 Q, montrer quelp(n) est une combinaison lin´eaireà coefficients entiers deslq(n� 1)
pourq 2 Q.

b – Montrer qu’il existe un endomorphismeu de IRQ tel que pour toutn 2 IN l’on ait
(lp(n+ 1))p2Q = u((lp(n))p2Q), endomorphisme repr´esenté dans une base appropri´ee par une
matriceà coefficients entiers.

c – En déduire que la suite(l(n))n>0 satisfait une relation de r´ecurrence lin´eaire de la forme8n 2
IN; l(n+ k) = zk�1l(n+ k � 1) + zk�2l(n+ k � 2) + � � �+ z1l(n+ 1) + z0l(n) où k est le
nombre d’états deA et les coefficients(zi)06i<k sont des entiers relatifs. On pourra introduire
le polynôme caract´eristique de l’endomorphismeu de la question pr´ecédente.

d – Expliquer comment d´eterminer les conditions initiales, i.e.l(0); : : : ; l(k� 1).

4 – Application. Soit n 2 IN, appliquer la m´ethode de la question pr´ecédente `a l’automateB de la
figure 1(a) pour d´eterminer le nombre de mots de longueurn reconnus parB.

DEUXIÈME PARTIE

Caractérisation des langages minces

SoitA = hQ;A;E; I; T i un automate.̀A toute partieR deQ, on associe le sous-grapheCR deA
dont les sommets sont les ´eléments deR et les arcs sont les arcs deA dont l’extrémité et l’origine sont
dansR.

SoitR � Q, CR est ditfortement connexesi pour tousp; q 2 R, il existe un calcul dansCR dont
l’origine estp et l’extrémité estq.

SoitR � Q, CR est ditfortement connexe maximals’il est fortement connexe et si pour toute partie
S deQ strictement plus grande queR pour l’inclusion,CS n’est pas fortement connexe.
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Épreuve d’Informatique

Un circuit est un calcul dont l’extr´emité coı̈ncide avec l’origine. Pour tout circuit, il existeR � Q

tel queCR est fortement connexe maximal et contient le circuit.

Un rayonest un ensemble de mots de la formeuv�w avecu; v; w 2 A�. Si v = 1A� alors le rayon
est réduità un mot unique. Un langage estminces’il est une unionfinie de rayons.

SoitL un langage. Pourn 2 IN, on notel(n) le nombre de mots de longueurn appartenant `aL. L
est dità croissance born´ees’il existek 2 IN tel que pour toutn on aitl(n) 6 k.

Attention ! On rappelle que l’automateA est suppos´e déterministe et ´emondé.

5 – Montrer qu’un langage mince est `a croissance born´ee.

6 – SoitR � Q tel queCR est fortement connexe maximal. Montrer que siCR n’est pas r´eduità un seul
circuit, alorsL(A) n’est pas `a croissance born´ee.

7 – SoitR � Q etS � Q tels queCR etCS sont fortement connexes maximaux. Montrer que s’il existe
un calcul deA d’origine dansR et d’extrémité dansS alorsL(A) n’est pas `a croissance born´ee.

8 – Montrer que si le langage reconnu parA està croissance born´ee, alors il est mince.

FIN DE L’EXERCICE DE TH ÉORIE DES AUTOMATES

2 Exercice de logique, 15 mn environ

Échange du contenu de deux variables informatiques

On note� le connecteurou exclusif (XOR)de la logique des propositions.

1 – Rappeler la table de v´erité du connecteur�.

2 – Soitx et y des variables propositionnelles, construire les tables de v´erité des formules logiques
(x� (x� y)) et ((x� (x� y))� (x� y)).

On travailleà présent dans un langage de programmation quelconque. On dispose de l’unique ins-
truction suivante :

a b� c

où a, b et c sont des variables informatiques pouvant contenir des entiers cod´es sur32 bits. L’exécution
de cette instruction se d´eroule ainsi : soitb31 � � �b1b0

2

la représentation binaire de l’entier contenu dans
la variableb ; soit c31 � � � c1c02 la représentation binaire de l’entier contenu dans la variablec ; alors
l’instruction range dans la variablea l’entier dont la repr´esentation binairea31 � � �a1a02 est définie par
8i 2 [0; 31]; ai = bi � ci.

3 – Soitu etv deux variables informatiques pouvant contenir des entiers cod´es sur32 bits.

a – Donner une suite de trois instructions `a exécuter cons´ecutivement pour ´echanger les valeurs
contenues dans les variablesu etv sans utiliser d’autre variable informatique.

b – Justifierformellementque cette suite d’instructions a bien l’effet requis.

FIN DE L’EXERCICE DE LOGIQUE
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3 Problème de programmation en Pascal — 90 mn environ

UNIQUEMENT POUR LES CANDIDATS ET LES CANDIDATES
CHOISISSANT LE LANGAGE PASCAL

L’objet de ce probl`eme est la conception et l’analyse de complexit´e en temps d’un algorithme de tri
pour un tableau contenant des entiers. Ce probl`eme comporte deux parties ind´ependantes. Lapremière
partieconcerne la d´etermination de la complexit´e en temps minimale des algorithmes de tri. Ladeuxième
partie est la programmation et l’´evaluation de complexit´e en temps d’un algorithme de tri ayant cette
complexité minimale.

PREMIÈRE PARTIE

Évaluation de la complexit´e en temps minimale d’un algorithme de tri

On définit la hauteurd’un arbre binaire par : la hauteur d’un arbre r´eduit à une feuille est0 et la
hauteur d’un arbre non r´eduità une feuille est1 plus le maximum des hauteurs des sous-arbres fils de sa
racine.

1 – Quel est le nombre maximal de feuilles d’un arbre binaire de hauteurh 2 IN?

Soitn > 1 un entier, on d´esire faire un choixuniqueparmin possibilités donn´ees dans un ensemble
C de cardinaln. Nous n’avons pas besoin de d´efinir la nature des ´eléments deC. Le choix est `a faire selon
certains critères que nous n’avons pas non plus besoin de d´efinir.

Arbre de décision. Un arbre de d´ecision pourC est un arbre binaire tel que :

– le sommet de l’arbre est ´etiqueté parC, l’ensemble de tous les choix envisageables ;

– chacune des feuilles de cet arbre est ´etiquetée par un singleton inclus dansC ;

– chaque nœud qui n’est pas une feuille est ´etiqueté par un sous-ensembleC1 deC et poss`ede deux
fils étiquetés par des sous-ensemblesstricts et non-videsC2 etC3 deC1 tels queC2 [ C3 = C1 ;
à l’intérieur du nœud figure un test particulier `a ce nœud ; la fl`eche allant vers le nœud ´etiqueté
parC2 porte le labelv pourvrai et celle allant vers le nœud ´etiqueté parC3 porte le labelf pour
faux, cf. figure 2.

- - - - - -

<test>

v f

C2 C3

C1

Figure 2 –Nœud d’un arbre de d´ecision

Instruction d éfinie par un nœud. L’instruction définie par un nœud d’un arbre de d´ecision est la
suivante : on sait que le choix unique `a réaliser se trouve dans l’ensembleC1, on effectue le test figurant
dans le nœud ; si le test estvrai alors le choix unique est `a réaliser dansC2, sinon le choix unique est `a
réaliser dansC3. On descend alors vers le nœud correspondant.
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Algorithme de choix. Un algorithme de choix parmi les ´eléments d’un ensembleC est défini par un arbre
de décision pour cet ensemble. En partant du sommet de l’arbre et en ex´ecutant l’instruction d´efinie par
chaque nœud rencontr´e, on finit par atteindre une feuille. Cette feuille est ´etiquetée par un singleton qui
contient le choix.

Exemple. L’arbre dessin´e figure 3 est un arbre de d´ecision permettant de choisir le plus petit parmi trois
nombresa, b et c.

v f

fv v f

a < b fa; b; cg

a < c fa; cg

fag fcg

fb; cgb < c

fbg fcg

Figure 3 –Un exemple d’arbre de d´ecision

2 – On s’intéresse `a la hauteur d’un arbre de d´ecision.

a – Quelle est la hauteur minimale en fonction den d’un arbre de d´ecision pour un choix dans un
ensemble de cardinaln?

b – Quelle est la hauteur maximale en fonction den d’un arbre de d´ecision pour un choix dans un
ensemble de cardinaln?

Notation. On se pose le probl`eme du tri d’un tableaut contenantn entiers indicés entre1 etn. n est une
constante enti`ere strictement positive. On appelleindiceun entieri compris entre1 etn, i.e.1 6 i 6 n.
Dans la suite du probl`eme, sii est un indice, on noterat(i) l’ élément d’indicei du tableaut.
Attention ! Cette notation n’est pas li´eeà un langage de programmation. Elle sert uniquement `a l’exposé
du problème.

Un tableauq, contenantn entiers indicés entre1 etn, est appel´e unepermutationdet s’il existe une
bijection� : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng telle que8i 2 f1; : : : ; ng; q(i) = t(�(i)).

3 – Le tableau r´esultat du tri det est unepermutationde ce tableau. Combien existe-t-il de permutations
du tableaut si les entiers contenus danst sont deux `a deux différents?

4 – On peut consid´erer le problème du tri du tableaut comme un algorithme de choix parmi les permu-
tations du tableaut et dont les tests sont des comparaisons entre deux ´eléments du tableau. Donner
une approximation de la hauteur minimale de l’arbre de d´ecision correspondant `a ce choix.

5 – En déduire que la meilleure complexit´e envisageable en temps dans le pire des cas d’un algorithme
de choix pour le tri du tableaut estO(n ln(n)).

DEUXIÈME PARTIE

Complexité en temps et programmation d’un algorithme de tri

Soit t un tableau den entiers indicés entre1 et n. n est une constante enti`ere positive et non nulle.
On reprend les notations de la premi`ere partie.

page 6/11
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6 – Quel type de donn´ees faut-il utiliser pour repr´esenter le tableaut pouvant contenirn entiers indicés
entre1 etn? Pour ce type de donn´ees, comment a-t-on acc`esà la valeur det(i) pour un indicei par-
ticulier? Programmer un algorithmeechanger qui prend en arguments le tableaut et deux indicesi
et j et quiéchange les valeurs det(i) et t(j). Quelle est la complexit´e en temps de cet algorithme?

Attention ! Dans les programmes qui vous seront demand´es, les tableaux ne devront ˆetre modifiés
qu’avec l’algorithmeechanger.

Arbres binaires définis dans un tableau.Un arbre binaireest un arbre o`u chaque nœud aau plusdeux
fils. Soit t notre tableau, pour des indicesi et j tels quei 6 j, on définit l’arbre binaire not´e�(t; i; j)
par :

– si2i > j alors�(t; i; j) est réduità une feuilleétiquetée part(i) ;

– si 2i = j alors la racine de�(t; i; j) est un nœud ´etiqueté part(i) et poss`ede un seul fils qui est
�(t; 2i; j) ;

– si2i < j alors la racine de�(t; i; j)est un nœud ´etiqueté part(i) et elle poss`ede un fils gauche qui
est�(t; 2i; j) et un fils droit qui est�(t; 2i+ 1; j).

7 – Soitn = 10 et le tableaut représenté ci-dessous, dessiner l’arbre binaire�(t; 1; 8).

23 12 3 4 67 10 9 6 7 12

On dit qu’un arbre binaire dont les nœuds sont ´etiquetés par des entiers estordonné si et seulement
s’il est réduità une feuille ou bien si chacun des fils de la racine est ordonn´e et l’étiquette de la racine est
supérieure ou ´egale aux ´etiquettes des racines de ses fils.

Note. Dans la suite du probl`eme, sii et j sont deux indices tels quei 6 j, on confondra l’arbre binaire
�(t; i; j) et leséléments du tableaut entre les indicesi et j qui le composent.

8 – On désire ordonner des arbres en n’utilisant que les seules op´erations consistant `a échanger ou `a
comparer les valeurs de deux ´eléments du tableaut.

a – Programmer un algorithmeordonner prenant en arguments le tableaut et deux indicesi et j
tels quei 6 j. Sachant que les fils ´eventuels de la racine de�(t; i; j) sont initialement ordonn´es,
cet algorithme doit ordonner�(t; i; j).

b – Évaluer la complexit´e en temps dans le pire des cas de cet algorithme.

9 – Soitj un indice, démontrer que chacun des ´eléments du tableau entre les indices1 etj est l’étiquette
d’un nœud ou d’une feuille de�(t; 1; j).

10 – On désire ordonner�(t; 1; n). Pour cela, on ordonne�(t; j; n) à l’aide de l’algorithmeordonner
précédent, pourj décroissant debn=2c à1, où bn=2c désigne le r´esultat de la division enti`ere den
par2.

a – Programmer un algorithmeordonner totalement prenant en argument le tableaut et ordonnant
�(t; 1; n).

b – Justifierrigoureusementque cet algorithme a bien l’effet requis.

c – Évaluer sa complexit´e en temps dans le pire des cas en fonction den.
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Épreuve d’Informatique

11 – On désire trier les ´eléments du tableau en ordre croissant.

a – Programmer un algorithmebulle utilisant l’algorithmeordonner et prenant en arguments le
tableaut et un indicej > 2. Supposant que�(t; 1; j) est ordonn´e, cet algorithme doit permuter
leséléments du tableaut de manièreà ce quet(j) soit le plus grand des ´eléments du tableaut
entre les indices1 et j et que�(t; 1; j � 1) soit ordonné.

b – En déduire et rédiger un algorithme de tri en ordre croissant du tableaut.

c – Montrer que cet algorithme de tri fait bien ce qu’il est cens´e faire.

d – Enévaluer la complexit´e en temps dans le pire des cas en fonction den.

FIN DU PROBLÈME DE PROGRAMMATION EN PASCAL

4 Problème de programmation en Caml — 90 mn environ

UNIQUEMENT POUR LES CANDIDATS ET LES CANDIDATES
CHOISISSANT LE LANGAGE CAML

L’objet de ce probl`eme est la conception et l’analyse de complexit´e en temps d’un algorithme de tri
pour un tableau contenant des entiers. Ce probl`eme comporte deux parties ind´ependantes. Lapremière
partieconcerne la d´etermination de la complexit´e en temps minimale des algorithmes de tri. Ladeuxième
partie est la programmation et l’´evaluation de complexit´e en temps d’un algorithme de tri ayant cette
complexité minimale.

PREMIÈRE PARTIE

Évaluation de la complexit´e en temps minimale d’un algorithme de tri

On définit la hauteurd’un arbre binaire par : la hauteur d’un arbre r´eduit à une feuille est0 et la
hauteur d’un arbre non r´eduità une feuille est1 plus le maximum des hauteurs des sous-arbres fils de sa
racine.

1 – Quel est le nombre maximal de feuilles d’un arbre binaire de hauteurh 2 IN?

Soitn > 1 un entier, on d´esire faire un choixuniqueparmin possibilités donn´ees dans un ensemble
C de cardinaln. Nous n’avons pas besoin de d´efinir la nature des ´eléments deC. Le choix est `a faire selon
certains critères que nous n’avons pas non plus besoin de d´efinir.

Arbre de décision. Un arbre de d´ecision pourC est un arbre binaire tel que :

– le sommet de l’arbre est ´etiqueté parC, l’ensemble de tous les choix envisageables ;

– chacune des feuilles de cet arbre est ´etiquetée par un singleton inclus dansC ;

– chaque nœud qui n’est pas une feuille est ´etiqueté par un sous-ensembleC1 deC et poss`ede deux
fils étiquetés par des sous-ensemblesstricts et non-videsC2 etC3 deC1 tels queC2 [ C3 = C1 ;
à l’intérieur du nœud figure un test particulier `a ce nœud ; la fl`eche allant vers le nœud ´etiqueté
parC2 porte le labelv pourvrai et celle allant vers le nœud ´etiqueté parC3 porte le labelf pour
faux, cf. figure 4.
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- - - - - -

<test>

v f

C2 C3

C1

Figure 4 –Nœud d’un arbre de d´ecision

Instruction d éfinie par un nœud. L’instruction définie par un nœud d’un arbre de d´ecision est la
suivante : on sait que le choix unique `a réaliser se trouve dans l’ensembleC1, on effectue le test figurant
dans le nœud ; si le test estvrai alors le choix unique est `a réaliser dansC2, sinon le choix unique est `a
réaliser dansC3. On descend alors vers le nœud correspondant.

Algorithme de choix. Un algorithme de choix parmi les ´eléments d’un ensembleC est défini par un arbre
de décision pour cet ensemble. En partant du sommet de l’arbre et en ex´ecutant l’instruction d´efinie par
chaque nœud rencontr´e, on finit par atteindre une feuille. Cette feuille est ´etiquetée par un singleton qui
contient le choix.

Exemple. L’arbre dessin´e figure 5 est un arbre de d´ecision permettant de choisir le plus petit parmi trois
nombresa, b et c.

v f

fv v f

a < b fa; b; cg

a < c fa; cg

fag fcg

fb; cgb < c

fbg fcg

Figure 5 –Un exemple d’arbre de d´ecision

2 – On s’intéresse `a la hauteur d’un arbre de d´ecision.

a – Quelle est la hauteur minimale en fonction den d’un arbre de d´ecision pour un choix dans un
ensemble de cardinaln?

b – Quelle est la hauteur maximale en fonction den d’un arbre de d´ecision pour un choix dans un
ensemble de cardinaln?

Notation. On se pose le probl`eme du tri d’un tableaut contenantn entiers indicés entre1 etn. n est une
constante enti`ere strictement positive. On appelleindiceun entieri compris entre1 etn, i.e.1 6 i 6 n.
Dans la suite du probl`eme, sii est un indice, on noterat(i) l’ élément d’indicei du tableaut.
Attention ! Cette notation n’est pas li´eeà un langage de programmation. Elle sert uniquement `a l’exposé
du problème.

Un tableauq, contenantn entiers indicés entre1 etn, est appel´e unepermutationdet s’il existe une
bijection� : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng telle que8i 2 f1; : : : ; ng; q(i) = t(�(i)).

3 – Le tableau r´esultat du tri det est unepermutationde ce tableau. Combien existe-t-il de permutations
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du tableaut si les entiers contenus danst sont deux `a deux différents?

4 – On peut consid´erer le problème du tri du tableaut comme un algorithme de choix parmi les permu-
tations du tableaut et dont les tests sont des comparaisons entre deux ´eléments du tableau. Donner
une approximation de la hauteur minimale de l’arbre de d´ecision correspondant `a ce choix.

5 – En déduire que la meilleure complexit´e envisageable en temps dans le pire des cas d’un algorithme
de choix pour le tri du tableaut estO(n ln(n)).

DEUXIÈME PARTIE

Complexité en temps et programmation d’un algorithme de tri

Soit t un tableau den entiers indicés entre1 et n. n est une constante enti`ere positive et non nulle.
On reprend les notations de la premi`ere partie.

6 – Quel type de donn´ees faut-il utiliser pour repr´esenter le tableaut pouvant contenirn entiers indicés
entre1 etn? Pour ce type de donn´ees, comment a-t-on acc`esà la valeur det(i) pour un indicei par-
ticulier? Programmer un algorithmeechanger qui prend en arguments le tableaut et deux indicesi
et j et quiéchange les valeurs det(i) et t(j). Quelle est la complexit´e en temps de cet algorithme?

Attention ! Dans les programmes qui vous seront demand´es, les tableaux ne devront ˆetre modifiés
qu’avec l’algorithmeechanger.

Arbres binaires définis dans un tableau.Un arbre binaireest un arbre o`u chaque nœud aau plusdeux
fils. Soit t notre tableau, pour des indicesi et j tels quei 6 j, on définit l’arbre binaire not´e�(t; i; j)
par :

– si2i > j alors�(t; i; j) est réduità une feuilleétiquetée part(i) ;

– si 2i = j alors la racine de�(t; i; j) est un nœud ´etiqueté part(i) et poss`ede un seul fils qui est
�(t; 2i; j) ;

– si2i < j alors la racine de�(t; i; j)est un nœud ´etiqueté part(i) et elle poss`ede un fils gauche qui
est�(t; 2i; j) et un fils droit qui est�(t; 2i+ 1; j).

7 – Soitn = 10 et le tableaut représenté ci-dessous, dessiner l’arbre binaire�(t; 1; 8).

23 12 3 4 67 10 9 6 7 12

On dit qu’un arbre binaire dont les nœuds sont ´etiquetés par des entiers estordonné si et seulement
s’il est réduità une feuille ou bien si chacun des fils de la racine est ordonn´e et l’étiquette de la racine est
supérieure ou ´egale aux ´etiquettes des racines de ses fils.

Note. Dans la suite du probl`eme, sii et j sont deux indices tels quei 6 j, on confondra l’arbre binaire
�(t; i; j) et leséléments du tableaut entre les indicesi et j qui le composent.
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8 – On désire ordonner des arbres en n’utilisant que les seules op´erations consistant `a échanger ou `a
comparer les valeurs de deux ´eléments du tableaut.

a – Programmer un algorithmeordonner prenant en arguments le tableaut et deux indicesi et j
tels quei 6 j. Sachant que les fils ´eventuels de la racine de�(t; i; j) sont initialement ordonn´es,
cet algorithme doit ordonner�(t; i; j).

b – Évaluer la complexit´e en temps dans le pire des cas de cet algorithme.

9 – Soitj un indice, démontrer que chacun des ´eléments du tableau entre les indices1 etj est l’étiquette
d’un nœud ou d’une feuille de�(t; 1; j).

10 – On désire ordonner�(t; 1; n). Pour cela, on ordonne�(t; j; n) à l’aide de l’algorithmeordonner
précédent, pourj décroissant debn=2c à1, où bn=2c désigne le r´esultat de la division enti`ere den
par2.

a – Programmer un algorithmeordonner totalement prenant en argument le tableaut et ordonnant
�(t; 1; n).

b – Justifierrigoureusementque cet algorithme a bien l’effet requis.

c – Évaluer sa complexit´e en temps dans le pire des cas en fonction den.

11 – On désire trier les ´eléments du tableau en ordre croissant.

a – Programmer un algorithmebulle utilisant l’algorithmeordonner et prenant en arguments le
tableaut et un indicej > 2. Supposant que�(t; 1; j) est ordonn´e, cet algorithme doit permuter
leséléments du tableaut de manièreà ce quet(j) soit le plus grand des ´eléments du tableaut
entre les indices1 et j et que�(t; 1; j � 1) soit ordonné.

b – En déduire et rédiger un algorithme de tri en ordre croissant du tableaut.

c – Montrer que cet algorithme de tri fait bien ce qu’il est cens´e faire.

d – Enévaluer la complexit´e en temps dans le pire des cas en fonction den.

FIN DU PROBLÈME DE PROGRAMMATION EN CAML

FIN DE L’ ÉPREUVE
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