Concours ESIM 1999

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I - ANALYSE Durée : 3 heures Filiere PC

PRELIMINAIRES

1. f(x,y) est défini si et seulement si : y#lLy#-let(z+y)(1+zy) >0.

Le plan étant rapporté & un repére orthonormé (O, 7, 7), x+y = 0 est I"équation de (d), la deuxiéme bissectrice des axes et
1 + zy = 0 est I’équation de I’hyperbole équilatére (H), dont les axes du repére sont les asymptotes et (d) I’axe focal. Les sommets
sont les deux points de (d) : A(—1,1) et A’(1, -1).

x +y > 0 caractérise les points du "demi-plan ouvert situé au-dessus de (d)”. Dans I’autre demi-plan ouvert bordé par (d), on a
x +y < 0. Entre les deux branches de I’hyperbole, ona xzy + 1 > 0. Pour les autres points du planona xy + 1 < 0.

Les pointsdu plan ou (z + y)(1 + 2y) > 0 sont ceux pour lesquels les deux quantités « + y et 1 + zy sont non nulles et de méme signe.
Leur ensemble apparait en gris dans le dessin ci-dessous. Cet ensemble D’ ne rencontre pas la droite y = —1 mais il rencontre la droite
y = 1. Il faut dter de D’ les points de cette droite pour obtenir I’ensemble de définition D de f.

AY
A y=1
S
o) >
(H): xy=-1
y=1

L’ensemble D’ des points (z, y) qui vérifient (z 4+ y)(1 + 2y) > 0 peut é&tre vu comme I’image réciproque de ]0, +o0], ouvert de R, par
I"application (z,y) € R — (z +y)(1 + zy) € R. Cette application est polynomiale, donc continue, donc D’ est un ouvert de R?.

De méme, I’ensemble des points (x, y) qui vérifient y # 1 peut étre vu comme I’image réciproque de | — oo, 0[U]0, +oo], qui est un
ouvert de R, par I’application continue (x,y) € R — y — 1 € R. Comme intersection de deux ouverts,

‘ D est un ouvert de R2.

+Y , quotient de deux fonctions polyndmes, est C'* sur D, & valeurs sur R*_.
Y

2.Y(z,y) € D, 14zy#0donc (z,y) — 1x+x

Par composition par In, qui est C'* sur R%, la fonction (z,y) — In (f: Y > est C' sur D.
Ty

1 . .
V(x,y) € D, 1—142#0donc (z,y) — 3 est C'! sur D. Comme produit de fonctions C*,
-y

la fonction f est C'! sur D.

af _ 1 Iy _ 1
> %;;’y) 1=y [l’+y 1+xy] Grpltay )
_ 2y 0 z+y 1 Iz _ 2y 0 z+y 1 —a?
@(x’y)_u—y?)?l (1+xy>+(1—y2) [Jc—i—y 1+xy] (1—y2)21 (1+xy> (1-9?) (@ +y)1 +zy)
of 1 Y e ) = — 2T a9,
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ce qui prouve que

f est solution de (E) sur I’ouvert D.

5. Il est clair sur le dessin précédent que si = > 0 et y €]0, 1], le couple (x, y) est dans D, ainsi que le couple (1/z,y).

Pour un tel couple f(1/z,y) =

(1 —1y2) hl (l’(i I;%)) - (1 —1y2) In <1xt-xyy> donc

Vo >0, Vy€|0,1], ona f(1/z,y) = —f(z,y).

5. La aussi, le dessin permet de constater que Vz € [0, +ool, Vy €]0, 1], le couple (x, y) est dans D.

1-— —1 1—q?
Pour un tel couple, m—lzw et Tty _y:x( y)donc
1+2y 1+2y 1+a2y 1+2zy
r+vy r+vy

eSize[0,1,0<y< <letdonclny < In < 0, donc
1+a2y 14+

1n[x+y”<|1ﬂy|
142y

y—1

1

. 1
eSiz>1,|ln [ x+y] = 1n[ /x+y] < |Inyl. Dans les deux cas
1+ a2y 1+vy/z
142y
6. f(0,y) = T2 In(y) est définie, continue, négative sur |0, 1[, équivalente, quand y — 1—, & T
-y -y

£(0,y) est donc prolongeable par continuité sur ]0, 1].

f(0,y) est équivalente, quand y — 0+, & Iny, dont on sait qu’elle est intégrable sur ]0, 1]. Finalement

£(0,y) est intégrable sur |0, 1].

14y

Pour tout « fixé, avec = > 0, la fonction y — f(x,y) est continue sur ]0, 1] et, d’aprés 5., vérifie | f(x,y)| < |f(0,y)|. Donc, par

comparaison,

y — f(x,y) est intégrable sur]0, 1|

PARTIE | : ETUDE DE F

" 1
Onadonc, pour z > 0, F(x) = / 5 In ( Ty > dy. Notons P I’ensemble [0, +00[%]0, 1].

o1l —y 1+ zy

7.a) f est continue sur P, qui est une partie de D. De plus : V(x,y) € P, |f(x,y)| < |f(0,y)|, qui est continue, intégrable sur ]0, 1],

indépendante de . Par application du théoréme de domination pour une intégrale & paramétre :

F est continue sur [0, +oo].

7.b) Pour toutxz > 0,0na f(1/z,y) = —f(z,y). Il en résulte :

Yz >0, F(%) = —F(x), donc F(1) = 0.

7.c) Quand z — +o0o0, 1/x — 0+ donc F'(1/x) — F(0), puisque F est continue en 0. Donc

lim (F(z)) =—-F(0).

r— 400

8.a) Représentation graphique de ¢ : y

Il est clair que ¢ est continue sur R et de classe C'! par morceaux. D’aprés le théoréme de Dirichlet, elle est égale en tout point a la

somme de sa série de Fourier. Calculons les coefficients :
 est paire, donc les b,, sont nuls et :
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T
oaozi/ tdt = m.
0

T . e T . ™ _1 n _ 1
e Pourn >0, a, = %/ t cosntdt = % HM] —/ Smntdt] % [COS(QM)] - % [%}
0 0 0

n n n n
—4 cos(2n + 1)x
Donc ay, estnul et agyyy1 = ———. Pour tout = on a donc = — =
@2 @2nt1 m(2n 4+ 1)2 . () Z (2n+1)2
En particulier pour z = 0
= —
—(2n+1) 8
+oo

8.b) On sait que Vy €] — 1, 1], - = Z y>" (série géométrique).  Donc Vy €]0, 1], Z y*" Iny.

n=0
Pour tout entier n, la fonction u,, : y — y*" Iny est réelle, définie, continue, négative sur ]0, 1], mtegrable (méme pour n = 0). La série

. . . 1 S
> u,, converge simplement (au moins) sur ]0, 1], avec pour somme la fonction y — 111—92 qui est intégrable sur ]0, 1] (c’est f(0, y)).
On peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone pour les séries de fonctions et intégrer la série terme a terme :

. hly —+oo .
F(0 :/ dy = / y*" Inydy.
©) 10,1] I ,;O 10,1]

) y2n+1 1 1 y2n 1
"Inydy = In — dy = — . Finalement :
/]071[9 yay [Qn—l—l y]o /0 m+ 1Y T it

+o0o 1 2

L . 3} 1 0? 1+2 2 .
9.a) f admet sur I’ensemble P des dérivées partielles or = ———— et —J; = — i Qnyr Y 5 Cette derniére est
Or  (z+y)(l+ay)  Ox (z +y)* (L +zy)

_ s e of .

négative donc, a y fixé dans 10, 1[, x — 3z est décroissante sur ]0, +o0|.
xr

. 1 1 o . -

Si0<a<zonadonc0 < < = g(y). g est définie, continue sur [0, 1], donc intégrable sur

o1l (@+y) 1 +ay) ~ (a+y)1+ay)
0,1[.
Outre I’hypothése de domination pour f sur P = [0, +00[x]0, 1] établie au 7.a), et qui est a fortiori valable sur I’ensemble

P, = [a,+00[x]0, 1], on a donc aussi la domination sur cet ensemble P, de a—f fonction continue sur P,, par une fonction continue
x

de y, indépendante de x, intégrable sur ]0, 1[.
On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale & la fonction F sur tout intervalle [a, +oo], et ceci pour tout
a > 0,d’ou

1

L " Of '
F est dérivable sur ]0, +oo], avec F'(z :/ —(z,y)d :/ —d
} [ (=) 0.1 533( b)dy 10,11 ( +y) (1 +2y) Y

9.b) Pour faire le calcul de F’(x), on peut décomposer la fraction en éléments simples ou bien remarquer que
(1- yQ)%(x, y) —2yf(z,y) = (1— :cQ)%(x, y), trouvé au 3, donne pour z # 1 :

of 1 N 0 1 5 of
8x(x,y) =12 [(1 Yy )5y (x,y) 2yf(x,y)] =9 [(1 —332)(1 y°)f(x,y)|, ce qui fournit une primitive de ( ,y) vu

comme fonction de y, & « fixé # 1, notamment pour = €]0, 1[U]1, +oo[et y €]0, 1.
1

1
Dol F'(z) = | ———(1 —¢?
ol F'(z) [(1 —y(1-v >f<x,y>]0 donc
f(z,0) Inx
! = — = —
pour z €]0, 1[U]1, +oo[, F'(z) = 22— 221
2
9.c) 2F'(z) = an—xl = % qui tend vers 1 quand x tend vers 1.
xre — xre —
Comme F'(1) est la limite de F’(«) quand x tend vers 1 :
1
/ —_— -
F'(1)= 5
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Quand z tend vers 0, F’(x) est équivalenta — In « et tend donc vers +occ. On sait que, dans ces conditions

F n’est pas dérivable en 0 et la courbe représentative admet une demi-tangente « verticale » en O.

10.) F’ est > 0sur]0, +oc[ donc F est croissante. On a suffisasmment de renseignements pour faire la représentation graphique. On peut

2
~ - 1 P
quand méme préciser que F"'(x) = —(5574_2)2, négatif sur z €]0, 1[U]1, 400 : la courbe est concave.
x — X
Ay
> ©
g
S
2
T8¢

PARTIE Il : RESOLUTION DE (E)

11.a) Posons u = z +y et v = xy donc ¥(x,y) = (u,v). V(x,y) € Q, u? —4v = (x —y)? > 0: U est bien a valeurs dans €'
Réciproquement, (u, v) étant fixé dans ', cherchons (z, y) vérifiant: w=z+y, v=2zy y<a.

Cela équivaut & dire que = et y sont les racines de I’équation X2 — uX + v, = étant la plus grande. Comme cette équation admet un
discriminant »? — 4v strictement positif, cette équation admet effectivement deux racines distinctes.

Le couple (u, v) admet donc un antécédent unique par ¥ ; ¥ est donc une bijection de © vers Q.

Cette bijection est de classe C'! car ses deux composantes sont polynomiales.

U est une bijection de classe C'! de 2 sur €Y.

ou Ou
11.b) La matrice jacobienne de ¥ est gﬁ gg = [; 313] Le jacobien de W au point (z, y) est = —y. En tout point de €2, il est non

ox dy
nul. D’aprés le théoréme de caractérisation & I’aide du jacobien des C'*-diffeomorphismes parmi les applications injectives de classe C'!
sur un ouvert de R?,

U est un C'*-diffeomorphisme de classe C'! de £ sur &

12.a) On donne g de classe C'* de 2 vers R. ¥ étant un C'*'-diffeomorphisme de classe C'!' de Q sur Q/, U~ existe et est de classe
C' de Q' sur Q. Posons donc b = g o U1, ce qui assure que h est de classe C' de Q' vers R et que g = h o W, autrement dit

9(z,y) = h(z +y, vy).

On a trouvé h de classe C'* de Q' vers R telle que V(z, y) € Q, g(x,y) = h(z + y, zy).

12.b) En utilisant le théoréme de dérivation d’une fonction composée, on obtient
ag(x )—ah(x—i— xy) + ah(x—i— xy) et ag(x )—ah(x—i— x)—l—xah(x—i— xy)
O Y ~ Y, ry yav Y, 1y dy Y ~ 9 Y, 1y 90 Y, ry).
S 0 0 i R . oh .
L’égalité sur €2 de %(m, y) et 8—2(3:, y) équivaut donc & la nullité de (y — x) %(x + y, xzy) sur §2, ou encore, puisque y — x est non nul
)

Ooh . . R oh
sur §2, a celle de %(x + y, zy) sur © ou enfin, par composition par ¥ 1, a celle de 0 sur Q.

Y(z,y) € Q, @(Jc,y) = g—z(x,y) équivauta: V(u,v) € &, %(u,v) =0.

ox ov
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13.a) La fonction th est un C'-difféomorphisme croissant de R vers ] — 1, 1[ et H est C'! sur ;.
Par composition et produit, G(u, v) = (1 — th? v) H (thu, thv) est donc C'! sur Q et :

oG 9 o \OH oG 9 9 2 OH
— =(1—th 1 —th®u)—(thu,th — = —2thv(l —th*v)H(thu, th 1—th —(thu, tho).
5 (u,v) = (1 — th"v)(1 — th* u) 5 (thu, tho) et 5 (u,v) tho(1l — th* v)H (thu, thv) + ( ) 9y (thu, thv)

13.b) H vérifie (E) sur I’ouvert 2, ; nous pouvons donc recopier I’égalité (E) en remplagant ¢ par H et le couple (z, y) par un couple

quelconque (thu, thv) tel que thv < thw, autrement ditv < w.
- s L. R oG oG
En utilisant 13.a), I’égalité obtenue équivaut a V(u, v) € Q, G_(U’ v) = G_(U’ v).
U v
Utilisons la question 12) en y remplagant les lettres w et v par U et V' puisque, malencontreusement, I’énoncé utilise deux fois la notation

(u,v) pour désigner des choses différentes. (il aurait mieux valu par exemple poser X =z +yetY = zy)
i oG oG i R oh -
La propriété V(u, v) € Q, 8—(u, v) = %(u, v) équivautav(U, V') € €V, W(U’ V)=0,aveciciG=ho V¥,
u
Cela équivaut a dire que h est une fonction F de U seulement et comme, quand (U, V') décrit Q’, U prend toute valeur réelle, cette
fonction F doit étre O sur R.
Donc, quand (u, v) décrit ©, G(u, v) est de la forme F'(u + v) avec F qui est C'* sur R et donc

H(thu, thv) = WF(U +v). Posons alors ® = F o th™" . Par composition, ® est C* de ] — 1, 1] vers R et
— v
1 thu +tho .
H(thu,thv) = —————®(th = , quel que soit le couple (u, v) tel que v < u.
(s tho) = T (eh(u-+0) = o (0 ), auelg ple (1) te que v <
1 r+y ,
Pour tout dans 4, onadonc H(x,y) = i} . Résumons
(a.9) dans 2, () = 2o (L)
. . . 1 1 Tty
Il existe une fonction ® qui est C*' sur] — 1, 1] telle que V(z, y) € 1, H(x,y) = 1_y2<1> T2y

14. Réciproquement, si @ est C'! de] — 1, 1] vers R, la fonction H définie par la formule précédente est solution de (E) sur ;. En effet :

e D’abord, pour (z,y) € Q, on peut interpréter 2 et y comme thw et thv, ce qui fait apparaitre f: Y comme étant th(u + v) et
Ty

assure son appartenance a | — 1, 1[. H est donc bien définie et de classe C'* sur G.

. OH 1 z+y OH 2y z+y Lo 1o rEY
Ensuite (1 — z2)— = (1 — 2 ) et — = @ ' '
« Ensuite (1 —2%) 5 = (1 =27 [(1 +ay)? (1 +xy>] oy ~ = \Ttay) " T= Tray?” \Thay

H H e
si bien que (1 — y2)88— = 2yH (x,y) + (1 — 332)88— . H vérifie (E) sur Q.
Y X

Les solutions de (E) sur €2, sont les fonctions H de la forme précédente.

Remarque : La fonction f étudiée dans le préliminaire est de la forme précédente, mais c’est une solution de (E) sur D, dont I’intersec-
tion avec 2 est [0, 1[x]0, 1].
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