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Introduction

Une serrure de sécurité possède n boutons numérotés de 1 à n (n � 1). Une "com-

binaison" consiste à pousser dans un certain ordre tous les boutons. Chaque bouton n'est

poussé qu'une seule fois mais il est possible de pousser simultanément plusieurs

boutons.

La modélisation est effectuée de la manière suivante : pour une valeur donnée de
l'entier n, soit An l'ensemble des entiers de 1 à n :

An = {1, 2,…, n}.

Par définition une n-combinaison est une suite ordonnée  (P1, P2,…,Pj) de j parties

P1, P2,…, Pj de l'ensemble An (1 �j � n) ; ces parties Pi, 1�i�j, de An sont deux à deux

disjointes et différentes de la partie vide ; leur réunion est égale à An.

Soit an le réel égal au nombre de n-combinaisons.

Exemples :
n = 1 : une seule 1-combinaison : ({1} ) ; a1 = 1.

n = 2 : il y a trois 2-combinaisons :

({1}, {2} )  ;   ({2}, {1} )  , ({1, 2} ) .



La première 2-combinaison consiste à appuyer d'abord sur le bouton 1 puis sur le bouton

2, la deuxième à appuyer d'abord sur le 2 puis sur le 1, la troisième à appuyer simultané-
ment sur les boutons 1 et 2.  a2=3.
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 Première partie.

Le but de cette partie est de donner quelques exemples de n-combinaisons et d'éta-
blir une relation de récurrence vérifiée par les réels an, n � 1.

I-1°) Premiers exemples :

a. Pour une valeur de l'entier n donné, quel est le nombre de n-combinaisons telles
que les boutons soient poussés l'un après l'autre ? (les parties Pi, 1�i�n, sont

toutes des singletons).

b. Déterminer, lorsque l'entier n est égal à 3, en explicitant chacune des suites pos-
sibles, le nombre a3 des 3-combinaisons. Les singletons {1}, {2} et {3}

peuvent être désignés brièvement par 1, 2 et 3. Par exemple : (1, 3, 2) désigne

la 3-combinaison dans laquelle les boutons sont poussés successivement dans

l'ordre 1, 3, 2 ;  ({1, 3}, 2) est la suite dans laquelle les deux boutons 1 et 3 sont

poussés simultanément avant que le bouton 2 ne soit enfoncé.

I-2°) Relations de récurrence :

L'entier n est supérieur ou égal à 1. Soit S une n-combinaison quelconque ; S est
une suite ordonnée (P1, P2,…, Pj) de j parties P1, P2,…, Pj de l'ensemble An, deux

à deux disjointes, non vides, dont la réunion est égale à An (1 � j � n).

a. Combien y a-t-il de choix possibles pour la partie P1 lorsque le nombre d'élé-

ments de P1 est k (cardP1 = k) ?

b. Soit k un entier strictement inférieur à n (k < n) ; pour une partie P1 fixée possé-

dant k éléments (cardP1 = k), combien y a-t-il de n-combinaisons S ? Exprimer

le résultat à l'aide du réel ap, pour une valeur convenable de l'entier p.

c. Le but de cette question est d'établir une relation de récurrence vérifiée par les
termes de la suite (ap)p�1. Exprimer d'abord le réel  an, en fonction des réels  ap,

1 � p � n–1. Puis avec la convention  a0 = 1,  exprimer le réel an pour n � 1, en

fonction des réels ap, 0 � p � n–1.

Retrouver les valeurs obtenues ci-dessus pour a2 et a3.

d. Soit  (bp)p�0 la suite des réels définis par la relation : pour tout entier naturel n,

bn = 
an
n!  . Démontrer que ces réels bp,p�0, vérifient la relation de récurrence :

bn = 
bn –k

k!
k=1

n

∑



I-3°) Majoration des réels bn, n � 0 :

Démontrer, pour tout entier naturel n, la relation suivante : bn � 
1

(ln2)n .

I-4°) Minoration des réels bn, n � 1 :

a. Établir, en appliquant par exemple à une fonction convenable la formule de

Taylor, la relation ci-dessous, vraie pour tout entier n, n�1  :

eln2 � 1 + 
(ln2)k

k! 
k=1

n–1

∑  + 2
(ln2)n

n!
 .

b. En déduire pour tout entier n, n�1, la minoration :  bn � 
1

2 (ln2)n  .

Deuxième partie

L'objet de cette partie est l'étude de la série entière de terme général  bn xn, n�0.

Cette série est appelée série génératrice de la suite (an)n�0. Lorsque le rayon de conver-

gence de la série entière de terme général  bn xn, n�0, est strictement positif, soit f la

somme de la série ; cette fonction est définie dans l'intervalle de convergence par la rela-

tion suivante : f(x) = 
a n xn

n!
n=0

∞

∑  .

II-1°) Existence et expression de la fonction f :
a. Quel est le rayon de convergence R de la série entière de terme général bn xn, n�0

?

b. Soit cn xn, n�0, le terme général de la série, produit de Cauchy de la série expo-

nentielle et de la série de terme général bn xn, n�0. Déterminer l'expression de

cn suivant que l'entier n est nul ou supérieur ou égal à 1.

En déduire, pour tout réel x de l'intervalle de convergence ]–R, R[, l'expression

de f(x) à l'aide de fonctions élémentaires.

II-2°) Une expression du coefficient an :

a. Donner, pour tout entier naturel n, l'expression du coefficient an, au moyen de

la valeur d'une dérivée de la fonction f en 0.

b. Soit (uk)k=0,1,2,… la suite de fonctions définies par la relation : uk(x) = 
ek x

2k+1  .

Préciser le plus grand ensemble ouvert J dans lequel la série de fonctions de
terme général uk est convergente. Dans quels intervalles fermés la convergence

de la série de fonctions  uk, k=0,1,2,…, est-elle uniforme ?
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Préciser le plus grand intervalle ouvert dans lequel la fonction f et la somme de

la série sont égales : f(x) = uk (x)
k=0

∞

∑ .

c. Déduire des deux questions précédentes que le coefficient an est égal à la

somme d'une série.

Troisième partie

Le but de cette partie est de déterminer un infiniment grand équivalent au réel an

lorsque l'entier n croît indéfiniment. Soit, pour un entier n naturel donné, gn la fonction

définie par la relation : gn(x) = 
xn

2x  .

III-1°) Intégrabilité de la fonction gn :

Démontrer que la fonction gn est intégrable sur la demi-droite R+ = [0, •[. Calculer

son intégrale In : In =  
  

gn (x)
R +∫ dx .

III-2°) Équivalent de an à l'infini :

Dans les alinéas a, b, c et d l'entier n est fixé et supérieur ou égal à 1.
a. Étudier les variations de la fonction gn sur la demi-droite R+ et tracer son

graphe.

Soient xn et Mn l'abscisse et l'ordonnée du maximum de la fonction gn sur R+, j le

plus grand entier inférieur ou égal à xn et r leur différence :  j � xn <j + 1 ;   xn = j + r .

b. Encadrer, pour tout entier k différent de j, l'intégrale gn (x)
k

k +1

∫ dx . En déduire

des encadrements des deux intégrales Aj et Bj définies ci-dessous :

Aj = gn (x)
0

j

∫ dx , Bj = gn (x)
j+1

∞

∫ dx .

c. Démontrer l'encadrement : r  gn(j) + (1–r) gn(j+1) � gn (x)
j

j+1

∫ dx • Mn .

d. En déduire un encadrement de an à l'aide des deux réels In – Mn et In + Mn.

e. En déduire, grâce par exemple à la formule de Stirling, un infiniment grand
équivalent à an lorsque l'entier n croît vers l'infini. Rappel : n! ~ nn e–n 2πn  .

FIN DU PROBLÈME
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