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Soit S I'ensemble des fonctions complexes définies sur la droite Felteéfiniment
dérivables et a décroissance rapide a l'infini. C'est-a-dire : toute fonction f de I8gsacke
classe Cet, pour tout couple d'entiers naturels p et q et toute fonction f de I'€gdagaro-
duit de la fonction puissancex® et de la dérivée d'ordre ¢, noté®, ftend vers 0 a l'infini :

lim xP.f@(x) =0 ; lim xPfA(x)=0 .

X — 00 X —» —00
Les conventions f(O) = f, f = f(1) sont utilisées. Il est admis que I'ensenlest un espace
vectoriel complexe.
Premiére partie

[-1°) Fonctionw:
Soitw la fonction définie par la relation : w(x) = € % = exp(—?) .
Démontrer que, pour tout entier naturel n, la dérivée d'ordre n de la foactidi, est
le produit de la fonctio et d'une fonction polynbme, e degré n :
pour tout réel xeN(x) = Py(X).ax(X).
En déduire que la fonctian appartient a I'espace vectorgl

[-2°) Propriétés de I'espace vectofiel
Démontrer les propriétés suivantes :
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a.  Silafonction f appartient &, la fonction dérivée fappartient aussi &

b. Soient f une fonction de l'espa&eet P une fonction polynbme complexe ; la
fonction P.f: xP(x).f(x) appartient a I'espa&e

c. Sifet g sont deux fonctions de I'esp&cda fonction f.g : x(x).g(x) appartient a
I'espaces.

d. Toute fonction f de I'espa&eest intégrable sur la droite réelRe

e. A tout couple de fonctions f et g appartenant a l'esBaqeeut étre associé le

nombre complexe : (fl9) fo).g(x) dx .
R

Il est admis que l'espa8, (| ) est un espace préhilbertien complexe.

I-3°) Dimension de I'espace vectori!:
Etant donné un entier naturel k quelconque, @pifa fonction translatée de la fonction

w de la quantité k : pour tout réel s (x) = w(x — k).
a. Deémontrer que les fonctiong, k N, appartiennent a I'espaSe

b. Est-ce que la famillex)k N, est libre ? Quelle conclusion en tirer sur la dimension
de I'espace vectoriél ?

[-4°) Polynémes I :
Puisqu'a la question I-1°, il a été démontré que la dérivée d'ordre n de la fomesbn
€gale au produit d'une fonction polynéme, de degré n, et de la foogtman définition
le polynébme K est défini par la relation :

M pour tout réel xoN(x) = (=1 Hn(X).uxX).
a. Calculer les polynémes gHH1, Ho et Hs.

b. Déterminer I'équation différentiellQ) linéaire et homogene du premier ordre
vérifiée par la fonctiomo dont le coefficient de la dérivée est égal a 1. En dérivant n-
fois cette équation (n 1), établir, pour tout entier n strictement positif, une relation
de récurrence linéai®) entre les polynémesy, Hp et Hy—1.

c. Quel est le degré du polynéme K Déterminer, pour tout entier naturel n, le coeffi-
cient g du terme de plus haut degré du polynéme H

d. Etablir, par dérivation de la relatigh définissant les polynémespyHune relation
(S) entre les polyndmesd; Hn et H}, ; HY, est le polyndbme dérivee dgH
Déduire des relation®) et(S) une relation entre les polyndme§, et Hy_1.



[-5°) Racines du polynémeHorsque I'entier n est strictement positif

a. Soit n un entier, supposé supérieur ou égal a22)n tel que le polynéme Had-
mette n racines réelles distinctas, ao, ... ,0p rangées dans l'ordre croissant.
Quelle est la factorisation du polynémeg $UrR ?
Démontrer que le polyndmid’|, admet n—1 racind, k=1, 2, ..., n-1qui vérifient les
inégalités ayk < Bk < 0k+1, k=1, 2, ..., n-1 Quelle est la factorisation du polynéme
H', surR ?
Calculer a l'aide desy et desBk la valeur prise par le polynbmea,H au pointay,

k=1,2,...,n

Quel est le signe de Hp+1(a1) ? Quel est plus généralement celui ggkbrk) (2<k<n)
? En déduire que le polyndme admet n—1 racineg, k=1, 2, ..., n—-1 qui veérifient
les inégalités ok < yk < 0k+1, k=1, 2, ..., n-1

Montrer I'existence de deux autresracines yg €t yn ; les placer. Conclure.

b. Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, le polynérpeadinet n
racines réelles distinctes.

Seconde partie
Le but de cette partie est de définir dans cet espdmearansformation de Fouriéret
de mettre en évidence des valeurs propres et vecteur propres de cette transformation.

[1-1°) Transformation de Fourier daBs
Soit f une fonction de I'espac®; soitF(f) la fonction définie par la relation :

pour tout rée,  F(f)(\) = [ f(x)eMdx |
R

a. Démontrer que la fonctioR(f) est définie, continue et bornée sur toute la droite
réelle. La fonctiori(f) est dite transformée de Fourier de f.

b. Démontrer que la fonctidA(f) : A-F(f)(A\) est dérivable. Exprimer sa dérivie@)' a
l'aide de la transformée de Fourier d'une fonctiors.dEn déduire que, pour toute
fonction f de S, la transformée de Fouridi(f) de f est indéfiniment dérivable.
Exprimer la dérivée d'ordre n comme transformée de Fourier d'une fonctn de
Une convention d'écriture : écriré[xP.f(x)] pour la transformée de Fourier de la
fonction g : xxP.f(x). C'est-a-dire F[xP.f(x)] = F(Q)(A).

c. Démontrer que la transformée de Fourier de la fonction défigdxprime de ma-
niere simple au moyen de la transformée de Fourier de la fonction f. Généraliser le
résultat a la transformée de Fourier de la dérivée d'ord@q : f
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d. Etant donnés deux entiers naturels p et q, soit g la fonct}ohp:;? F(H(A).

Déterminer une fonction h dont la fonction g est la transformée de Fourid¢i(h)y =
En déduire : la fonctiof(f) appartient a I'espac®, I'applicationF : f-F(f), est un
endomorphisme ds.

Etant donné un entier naturel n quelconque, ¢gita fonction définie sur toute la

2
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droite réelle par la relation : dn(X) = Hn(X) € 2 =Hp(X) exp( —E) .

Les fonctions I sont les fonctions polynémes définies a la question I-4. Pour mener a leur

terme les calculs des questions II-2 et 1I-3, le résu tat X dx = J1 est admis.
R

[1-2°) Orthogonalité des fonctions, :

Soient p et g deux entiers naturels tels que p soit inférieur ou égal<aa).(Calculer
le produit scalaire ¢(, | ¢¢) défini a la question I-2.e.

[1-3°) Transformée de Fourier de la fonctipg:
a. Deémontrer que la fonctiapp vérifie une équation différentielle linéaire du premier
ordre (). Démontrer que la transformée de Fougy de la fonctiondg existe,

appartient a I'espac® et vérifie une équation différentielle simple. En déduire la
fonction ¢, .

b.  Démontrer que la transformée de Foufgr de la fonctiondn est le produit de la
fonction¢g et d'un polynéme £

(%) = 9o(X) Qn(X).

c. Démontrer que les fonctiongs, n N, vérifient, pour tout entier n supérieur ou €gal a

1, la relation :
On+1(X) == 2¢0,(X) +2ndn-a(X) .

d.  Quelles sont les transformées de Foudigt ¢, et ¢, des fonctiongho, d1 et ?
Les exprimer a l'aide des polynémeg H; et H et de la fonctiomg.

Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal & 1 (n « 1), une relation de récurrence
entre les polyndmes (@, Q, et Q1. En déduire la transformée de Fourjey de

la fonction ¢n.
Que dire des valeurs propres de lI'endomorphisme

FIN DU PROBLEME
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