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Soit S l'ensemble des fonctions complexes définies sur la droite réelle R, indéfiniment

dérivables et à décroissance rapide à l'infini. C'est-à-dire : toute fonction f de l'espace S est de

classe C• et, pour tout couple d'entiers naturels p et q et toute fonction f de l'espace S, le pro-

duit de la fonction puissance x-xp et de la dérivée d'ordre q, notée f(q), tend vers 0 à l'infini :

lim
x→∞

xp.f(q)(x) = 0  ; lim
x→–∞

xp.f(q)(x) = 0  .

Les conventions f(0) = f, f′ = f(1) sont utilisées. Il est admis que l'ensemble S est un espace

vectoriel complexe.

Première partie

I-1°) Fonction ω :

Soit ω la fonction définie par la relation : ω(x) =  e– x2

 = exp(–x2)  .

Démontrer que, pour tout entier naturel n, la dérivée d'ordre n de la fonction ω, ω(n), est
le produit de la fonction ω et d'une fonction polynôme Pn de degré n :

pour tout réel x, ω(n)(x) = Pn(x).ω(x).

En déduire que la fonction ω appartient à l'espace vectoriel S.

I-2°) Propriétés de l'espace vectoriel S :

Démontrer les propriétés suivantes :



- 2 -

a. Si la fonction f appartient à S, la fonction dérivée f′ appartient aussi à S.

b. Soient f une fonction de l'espace S et P une fonction polynôme complexe ; la

fonction  P.f : x-P(x).f(x) appartient à l'espace S.

c. Si f et g sont deux fonctions de l'espace S, la fonction f.g :  x-f(x).g(x) appartient à

l'espace S.

d. Toute fonction f de l'espace S est intégrable sur la droite réelle R.

e. A tout couple de fonctions f et g appartenant à l'espace S, peut être associé le

nombre complexe : (f | g) = 
  

f(x).g(x)
R∫ dx .

Il est admis que l'espace (S,  ( | )) est un espace préhilbertien complexe.

I-3°) Dimension de l'espace vectoriel S  :
Étant donné un entier naturel k quelconque, soit ωk la fonction translatée de la fonction

ω  de la quantité k : pour tout réel x,  ωk(x) =  ω(x – k).

a. Démontrer que les fonctions ωk, k N, appartiennent à l'espace S.

b. Est-ce que la famille (ωk)k N, est libre ? Quelle conclusion en tirer sur la dimension

de l'espace vectoriel S ?

I-4°) Polynômes Hn :

Puisqu'à la question I-1°, il a été démontré que la dérivée d'ordre n de la fonction ω est

égale au produit d'une fonction polynôme, de degré n, et de la fonction ω, par définition
le polynôme Hn est défini par la relation :

(I)            pour tout réel x, ω(n)(x) = (–1)n Hn(x).ω(x).

a. Calculer les polynômes : H0, H1, H2 et H3.

b. Déterminer l'équation différentielle (Ω) linéaire et homogène du premier ordre

vérifiée par la fonction ω dont le coefficient de la dérivée est égal à 1. En dérivant n-

fois cette équation (n � 1), établir, pour tout entier n strictement positif, une relation
de récurrence linéaire (R) entre les polynômes Hn+1, Hn et Hn–1.

c. Quel est le degré du polynôme Hn ? Déterminer, pour tout entier naturel n, le coeffi-

cient an  du terme de plus haut degré du polynôme Hn.

d. Établir, par dérivation de la relation (I) définissant les polynômes Hn, une relation

(S) entre les polynômes Hn+1, Hn et ′ H n  ; ′ H n  est le polynôme dérivée de Hn.

Déduire des relations (R) et (S) une relation entre les polynômes ′ H n  et  Hn–1.



- 3 -

TOURNEZ LA PAGE S'IL VOUS PLAÎT

I-5°) Racines du polynôme Hn lorsque l'entier n est strictement positif :

a. Soit n un entier, supposé supérieur ou égal à 2 (n � 2), tel que le polynôme Hn ad-

mette n racines réelles distinctes  α1,  α2, … , αn rangées dans l'ordre croissant.

Quelle est la factorisation du polynôme Hn sur R ?

Démontrer que le polynôme ′ H n  admet n–1 racines βk, k= 1, 2, …, n–1 qui vérifient les

inégalités   αk < βk < αk+1, k= 1, 2, …, n–1. Quelle est la factorisation du polynôme

′ H n  sur R ?

Calculer à l'aide des αk et des βk la valeur prise par le polynôme Hn+1 au point αk,

k=1, 2, …, n.
Quel est le signe de Hn+1(α1) ? Quel est plus généralement celui de Hn+1(αk) (2�k�n)

? En déduire que le polynôme Hn+1 admet n–1 racines γk, k= 1, 2, …, n–1  qui vérifient

les inégalités   αk < γk < αk+1, k= 1, 2, …, n–1.

Montrer l’existence de deux autres racines  γ0 et  γn ; les placer. Conclure.

b. Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, le polynôme Hn admet n

racines réelles distinctes.

Seconde partie

Le but de cette partie est de définir dans cet espace S la transformation de Fourier F et

de mettre en évidence des valeurs propres et vecteur propres de cette transformation.

II-1°) Transformation de Fourier dans S :

Soit f une fonction de l'espace  S ; soit F(f) la fonction définie par la relation :

pour tout réel λ, F(f)(λ) = 
  

f(x)
R∫ e–iλx dx  .

 a. Démontrer que la fonction F(f) est définie, continue et bornée sur toute la droite

réelle. La fonction F(f) est dite transformée de Fourier de f.

b. Démontrer que la fonction F(f) : λ-F(f)(λ) est dérivable. Exprimer sa dérivée F(f)′ à
l'aide de la transformée de Fourier d'une fonction de S. En déduire que, pour toute

fonction f de S, la transformée de Fourier F(f) de f est indéfiniment dérivable.

Exprimer la dérivée d'ordre n comme transformée de Fourier d'une fonction de S.

Une convention d'écriture : écrire  F[xp.f(x)] pour la transformée de Fourier de la

fonction g : x-xp.f(x). C'est-à-dire : F[xp.f(x)] = F(g)(λ).

c. Démontrer que la transformée de Fourier de la fonction dérivée f′ s'exprime de ma-

nière simple au moyen de la transformée de Fourier de la fonction f. Généraliser le

résultat à la transformée de Fourier de la dérivée d'ordre q : f(q).



- 4 -

d. Étant donnés deux entiers naturels p et q, soit g la fonction : λ-λp.
dq

dλq F(f)(λ).

Déterminer une fonction h dont la fonction g est la transformée de Fourier ; g =F(h).

En déduire : la fonction F(f) appartient à l'espace S, l'application F : f-F(f), est un

endomorphisme de S.

Étant donné un entier naturel n quelconque, soit ϕn la fonction définie sur toute la

droite réelle par la relation : ϕn(x) = Hn(x) e
–

x2

2  = Hn(x) exp( – 
x2

2
) .

Les fonctions Hn sont les fonctions polynômes définies à la question I-4. Pour mener à leur

terme les calculs des questions II-2 et II-3, le résultat  
  

e– x2

R∫ dx = π   est admis.

II-2°) Orthogonalité des fonctions ϕn :

Soient p et q deux entiers naturels tels que p soit inférieur ou égal à q (p � q). Calculer
le produit scalaire  (ϕp | ϕq) défini à la question I-2.e.

II-3°) Transformée de Fourier de la fonction ϕn :

a. Démontrer que la fonction ϕ0 vérifie une équation différentielle linéaire du premier

ordre (Φ). Démontrer que la transformée de Fourier ˆ ϕ 0  de la fonction ϕ0 existe,

appartient à l'espace S et vérifie une équation différentielle simple. En déduire la
fonction ˆ ϕ 0 .

b. Démontrer que la transformée de Fourier ˆ ϕ n  de la fonction ϕn est le produit de la

fonction ϕ0  et d'un polynôme Qn :
ˆ ϕ n (x) = ϕ0(x) Qn(x).

c. Démontrer que les fonctions  ϕn, n N, vérifient, pour tout entier n supérieur ou égal à

1, la relation :
ϕn+1(x) = – 2 ′ ϕ n (x)  + 2 n ϕn–1(x) .

d. Quelles sont les transformées de Fourier ˆ ϕ 0 , ˆ ϕ 1  et ˆ ϕ 2  des fonctions ϕ0, ϕ1 et ϕ2 ?

Les exprimer à l'aide des polynômes H0, H1 et H2 et de la fonction ϕ0.

Établir, pour tout entier n supérieur ou égal à 1 (n • 1), une relation de récurrence
entre les polynômes  Qn+1,  Qn et  Qn–1. En déduire la transformée de Fourier ˆ ϕ n  de

la fonction  ϕn.

Que dire des valeurs propres de l'endomorphisme F ?
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