


Session de mai 1999

Epreuve de MATHEMATIQUES - durée : 3 heures

Classes Préparatoires MP, PC, PSI, PT
Attention
- les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans un ordre quelconque.


- aucun document autorisé.


- l'usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1 : Fonction Arcsin ; dérivées.
Pour x dans l'intervalle 
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1)
Montrer que f est deux fois dérivable sur I et qu'il existe quatre polynômes P1, P2, P3, et P4 tels que pour x dans I on ait :
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En déduire que f est indéfiniment dérivable sur I.

2)
Etablir une relation de récurrence entre 
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. En déduire la valeur de 
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 en fonction de n.

Exercice 2 : Séries entières et suites récurrentes.
1)
Soit (Fn) la suite de Fibonacci, c’est à dire la suite qui vérifie :



• F0 = F1 = 1





initialisation



• pour tout n entier naturel, 
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récurrence (R)


a) Calculer Fn  pour n de 2 à 7.

b) Prouver que pour tout entier naturel n, Fn est entier.

2)
On cherche des solutions à la récurrence (R) 
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 sous la forme : 
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a)
Prouver que les seules solutions sont  
[image: image10.wmf]2

5

1

r

r

1

+

=

=

  ou  
[image: image11.wmf]2

5

1

r

r

2

-

=

=



b)
En déduire que toutes les suites solutions de la récurrence (R) sont de la forme : 



c)
Calculer enfin A et B pour que 
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3)
Soit l’équation différentielle (E) :
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a)
Chercher des solutions sous la forme 
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b)
En utilisant le résultat de la question 2b), déduire que les solutions de l’équation différentielle (E) sont les fonctions de la forme : 
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4)
On suppose maintenant directement qu’étant donnée une suite (n) définie par la relation de récurrence (R) : 
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 , on définit la fonction 
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a)
Ecrire 
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  sous forme de série en décalant les indices de deux unités.

b)
Utiliser alors la relation de récurrence (R) vérifiée par (n) pour exprimer 
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c)
En déduire l’expression de f(x) comme fonction rationnelle en fonction de x, 0 et 1.

Exercice 3 : Matrices, éléments propres.
Soit E un espace vectoriel de dimension trois sur le corps des réels et 
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 une base de E.

f et g sont les deux endomorphismes de E dont les matrices dans la base B sont respectivement :
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1)
Calculer f2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
2)
Vérifier que f et g commutent. Expliciter une base V de vecteurs propres commune à f et g.

3)
D'une façon générale : prouver que si deux endomorphismes diagonalisables commutent, alors ils admettent une base commune de vecteurs propres.

4)
Soient a et b deux réels quelconques. Quelles sont les valeurs propres de l'endomorphisme de E : 
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 dans la base V.

5)
En déduire les fonctions x, y, z de la variable t, définies dans ]-π/2 , π/2[, vérifiant le système différentiel :
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Exercice 4 : Produit vectoriel.
Si u et v sont deux vecteurs de l'espace vectoriel euclidien E3 le symbole 
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 désigne le produit vectoriel : 
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 est le produit vectoriel de u et v.

a et b sont deux vecteurs donnés de E3  et x un vecteur inconnu. On cherche à résoudre l'équation (E) : 
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1)
Montrer que cette équation est équivalente à un système linéaire (S) d'inconnues les composantes de x.

2)
Prouver que si b = 0 alors (S) admet l'unique solution x = 0.

3)
En déduire que (E) a une unique solution dans tous les cas. Exprimer cette solution comme combinaison linéaire des vecteurs a, b, 
[image: image31.wmf]b

a

Ù

.







Mathématiques CPGE MP, PC, PSI, PT
21 mai 1999
page  
 / 3

_985698855.unknown

_985699865.unknown

_985700680.unknown

_985701954.unknown

_985702307.unknown

_985702483.unknown

_985702871.unknown

_985703236.unknown

_985703564.unknown

_987245452.unknown

_987245453.unknown

_986888498.unknown

_985703318.unknown

_985703027.unknown

_985703176.unknown

_985702963.unknown

_985702504.unknown

_985702522.unknown

_985702662.unknown

_985702505.unknown

_985702489.unknown

_985702345.unknown

_985702070.unknown

_985701871.unknown

_985700518.unknown

_985700626.unknown

_985700618.unknown

_985699970.unknown

_985700023.unknown

_985699136.unknown

_985699327.unknown

_985699651.unknown

_985699182.unknown

_985698984.unknown

_985699049.unknown

_985698918.unknown

_985099972.unknown

_985100305.unknown

_985698513.unknown

_985100250.unknown

_985100295.unknown

_985100109.unknown

_985099191

_985099193

_985099925.unknown

_985099192

_984385350.unknown

_985099189

_985099190

_985099187

_985099186

_984296327.unknown

