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Session de mai 1999

Epreuve de MATHEMATIQUES - durée : 3 heures

Classes Préparatoires ATS et TSI
Attention
- l'épreuve comporte un exercice et un problème indépendants


- aucun document autorisé


- l'usage de la calculatrice est interdit

Exercice

Soit y une fonction de la variable réelle x, résoudre l’équation différentielle suivante :
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Problème

Le but de ce problème est l’étude de quelques propriétés des matrices A de Mn ;n(EQ \o(I;C)) possédant la propriété P suivante :
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Puis la résolution, sous certaines hypothèses, de l’équation  AZB = C  d’inconnue Z.

On désigne par E = EQ \o(I;C)n l’espace vectoriel sur EQ \o(I;C). Si f désigne un endomorphisme de E dans E, de matrice A, dans la base canonique de E, on notera :


Ker(A) le noyau de f,


Im(A) l’image de f.

I.
PREMIERE PARTIE : Etude d'un exemple

Soit 
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1.
Quel est le rang de A ?

2.
Quelles sont les valeurs propres de A ?

3.
Recherche d’une matrice X


a)
Calculer A3


b)
En déduire une matrice X = ((A) associée à A.

4.
Quel est le rang de X ?

5.
Quelles sont les valeurs propres de X ?

II.
DEUXIEME PARTIE : Quelques propriétés

1.
Unicité de X = ((A)


Soient X et Y deux matrices vérifiant la propriété P pour une matrice A donnée.



a)
Démontrer que AX = YA  et  AY = XA


b)
En déduire que X = Y
2.
Déterminer la matrice X = ((M) pour les matrices suivantes :



a)
M est inversible



b)
M = ((A)



c)
M = ( A  où  ( CARSPECIAUX 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*

3.
Recherche de ((An) pour n CARSPECIAUX 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()N)

Soit X = ((A), démontrer :



a)
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b)
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c)
En déduire  ((A2)  en fonction de X


d)
Déterminer  ((An)  pour n CARSPECIAUX 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()N)
III.
TROISIEME PARTIE : Valeurs propres de X = ((A)

Supposons A quelconque et désignons par  une valeur propre éventuelle de A associée au vecteur propre u.

1.
Si ( ( 0 montrer que 
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 est une valeur propre de X.

2.
Démontrer que Ker(A) = Ker(X).

3.
En déduire l'ensemble des valeurs propres de X en fonction des valeurs propres de A.

4.
Soit D une matrice diagonale, déterminer ((D).

5.
Si A est diagonalisable, de matrice diagonale D et de matrice de passage P, déterminer ((A) en fonction de P et de ((D).

IV.
QUATRIEME PARTIE : Résolution d'équation dans Mn ;n(EQ \o(I;C))
A, B, C étant trois matrices prises dans l'ensemble Mn ;n(EQ \o(I;C)), on se propose de résoudre l'équation AZB = C.

On désigne dans toute cette partie, X = ((A)  et  Y = ((B).

1.
Démontrer que cette équation  AZB = C  admet des solutions si et seulement si AXCYB = C.
2.
On suppose que cette condition est satisfaite. On désire déterminer la forme générale des solutions de l'équation AZB = C.

b) 

a)
Soit Z0 une solution particulière de l'équation AZB = C, démontrer que Z est une autre solution de cette équation si et seulement si Z = Z0 + M où M est une solution de l’équation AZB = 0.
c) 

b)
Démontrer que les matrices T - XATBY  où  T CARSPECIAUX 206 \f "Symbol"\h Mn ;n(EQ \o(I;C))  sont solutions de l’équation AZB = 0.
d) 

c)
Soit ( l’endomorphisme de Mn,n(EQ \o(I;C)) défini par ((T) = T – XATBY. Soit Z une solution de l’équation AZB = 0, déterminer ((Z).

e) 


Si S désigne l’ensemble des solutions de l’équation  AZB = 0, alors montrer que 
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f) 

d)
En déduire l'ensemble des solutions de l'équation AZB = C.

3.
Application


Soit A la matrice décrite dans la première partie.


Soit 
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  et   
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a)
Diagonaliser la matrice B. En déduire ((B).

g) 

b)
Déterminer une matrice diagonale solution de l'équation AZB = C.

h) 

c)
En déduire la forme générale des solutions de l'équation AZB = C.
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