CORRIGE DE L’EPREUVE D’INFORMATIQUE DES MINES - 2000

1 Exercice sur les automates

1. Déterminisation /

a b @

A=A{pr} {a.7} | {p.q} T / ’’’’’ u
B={gr} | {¢¢ | {pr} . /
C={p.a} | a7} | {pgr} _’@ 5 ‘@f |E1‘
D = {q} {p.r} @ / Y
E={p.qr} | {ar} | {p.ar} \ _

2. Complétons 'auromate déterministe précédent en ajoutant un état rebut R et considérons ’automate
“complémentaire” qui s’en déduit en rendant terminal I’état R et non terminal les autres états. On sait

P

On constate que lorsqu’on arrive en I’état final R pour la premieére fois si et seulement si on vient de lire
un mot se terminant par aaa. Ainsi le langage complémentaire de L(.A) est égal & 'ensemble des mots
contenant aaa, d’out la conclusion pour L(A).

3. Posons E = b*(aa*bb*)*a* et montrons que A* = L(E), c’est a dire en fait A* C L(E).
Montrons par récurrence sur la longueur n d’un mot m € A* qu'il est dans L(E).
. Clest immédiat sin =0et n = 1.
. Supposons que tous les mots de longueur n — 1 sont dans L(FE).
Soit u un mot de longueur n.
x S’il se termine par a, alors il s’écrit u = v.a avec v de longueur n — 1.
D’apres ’hypothese de récurrence, v € L(b*(aa*bb*)*a*), donc u = v.c aussi.
* S’il se termine par b, alors il s’écrit u = v.b avec v de longueur n — 1.
Si v se termine par a, alors v € L(b*(aa*bb*)*aa*), donc u € L(b*(aa*bb*)*aa*b) C L(b*(aa*bb*)*aa*bb*) C
L(E).
Si v se termine par b, alors v € L(b*(aa*bb*)*aa*bb*), donc u € L(b*(aa*bb*)*aa*bb*) C L(E).

4. Les mots ne contenant pas aaa sont tels que aa* ne peut prendre que les valeurs ¢, a et aa.

Une expression rationnelle du langage L(A est donc : | b*((a + aa)bb*) “(e 4 a+ aaq).
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2 Probleme de logique

On notera V l’ensemble des valuations (applications de A dans B).

1. VieV, [(F=G)=1<«<=VYieV, L(F)+L(G) =1<=VieV, ((F)=1V L(G)=1)
= VieV, (L(F)=0V L(G)=1)
= VieV, ((F)=1=1(G)=1) car A= B = (~AVB).
Ainsi F' = G est une tautologie si et seulement si chaque fois que I (F) = 1, alors I;(G) = 1.

2 Supposons que F' = G soit une implication élémentaire.
. Si f figure dans F, alors Vi € V, I;(F) =0, donc I;(F = G) = 1.
. Si v figure dans G, alors Vi € V, I;(G) =1, donc I;(F = G) =
. Sinon, si F' et G n’ont pas de variables en commun, alors pour toute valuation ¢ mettant a 1 les variables
de F et & 0 celles de G, alors I;(F) =1 et I;(G) =0, donc I;(F = G) =0
Par contre, si F' et G ont au moins une variable z en commun, pour toute valuation i :
- sii(x) =0, alors I;(F) =0, donc [;(F = G) = 1.
-sii(x) =1, alors I;(G) =1, donc I;(F = G) =
Bilan : F = @ est une tautologie dans trois cas :
- ou bien f figure dans F’
- ou bien v figure dans G
- ou bien f ne figure pas dans F' et v ne figure pas dans G et F' et G ont au moins une variable
commune.

Ainsi, dans les 4 implications proposées par 1’énoncé, seule la (b) n’est pas une tautologie.

3. Supposons A = B. Alors Vi € V, I;(A) = I,(B), dou I;(A= G) = I;(A) + I,(G) = I;(B) + L,(G) =
I;(B=G), donc (A= G) = (B=G).

4. Analogue car I;(F = A) = I;(F) + I;(A) = I;(F) + I;(B) = I,(F = B).
Conséquence : si A= Bet A= B’,alors A= B = A’ = B’, ce qui exprime que la relation d’équivalence
= est compatible avec le connecteur =.

5. VieV, L((AAV) = B) = L(AAV)+1;(B) = L,(A).Li(v) + I;(B) = ;,(A).1+ L(B) = L;(A) + I;(B) =
Ainsi (AAV)=B = A=

6. VieV, (A= (BVf)) =1 )—&-Ii(vi):m—i—li(B)—i—O:Ii(A)—rIi(B):Ii(A:B).
Ainsi (ANf) = B = A= B

7. VieV, L(F= (GV-A)) =L(F)+L(GV-A)=L(F) + L(G) + I;(-A) = L(F) + L(G) + I;(A)
=L(F).Li(A) + L(G) = L(FANA) + L;(G) = L((FAA) = G),
donc F= (GV—-A) = (FANA) =G.
Pour G =f,onobtient : FF= -4 = F= (fVv-A) = (FAA) =f.

8. En remplagant A par —A dans 7, on obtient : (FA-A4) =G = F= (GV~(-4)) = F=(GVA)
puisque la relation = est compatible avec les connecteurs.

Pour F' = v et avec le résultat de 5, on obtient : -A=G = (VA-A)=G = v= (GVA).

9. VieV, Ii((FA (AUB)) = G) = I,(G) + L(F).(I,(A) + L,(B)) = I(G) + ,(F A A) + L,(F A B)
=I1;(G) + I,(F N A).I,(F A\ B).
IZ-<(F/\(AUB)) :>G> =1 L(G)=1 ou (LIFAA) =1 et L(FAB)=1)
— (L(G)=1 ou L(FAA)=1) et (I;(G)=1 ou L(FAB)=1)
= L(FANA)=>G)=1¢e L((FAB)=G)=1
Sachant qu’on peut “distribuer” V sur un “et”, on en déduit que :
FA(AUB)) = G est une tautologie si et seulement si (FAA) = G et (FAB) = G sont des tautologies.
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En prenant F' = v et en utilisant le résultat du 5, on obtient immédiatement que :
(AU B) = G est une tautologie si et seulement si A = G et B = G sont des tautologies.

10. F= (GV(AAB)) = F= (GV~(-AV-B)) = (FA(~AV-B)) =G (dapres 7.).
Ainsi F = (G V (A A B)) est une tautologie si et seulement si (F A (=AV —B)) = G en est une, ce qui
équivaut, d’apres 9, au fait que (FFA—A) = G et (FA—-B) = G sont des tautologies, c’est a dire, d’apres
8, que (F= (GVA)et (F= (GVA)sont des tautologies.

En particulier, pour G = f et en utilisant 6, on obtient immédiatement que :
F = (A A B) est une tautologie si et seulement F' = A et F' = G sont des tautologies.

11. F= (GV(A= B))
7.

En particulier, pour G = f et en utilisant 6, on obtient immédiatement que :
F=(A=B) = (FNA) = B.

F= (GV(-AVB)) = F= ((GVB)V-A4) = (FANA)= (GVB) daprés

12. FA(A= B)= G = (FA(-AVB)) = G est une tautologie d’aprés 9. si et seulement si (FA-A4) = G
et (FFA B) = G sont des tautologies, c’est & dire d’aprés 8. F = (G V A) et (F A B) = G sont des
tautologies.

En particulier, pour F' = v et en utilisant 5, on obtient immédiatement que :
(A = B) = G est une tautologie si et seulement si B = G et v = (G V A) sont des tautologies.

13. Récapitulons les regles obtenues dans les questions pécédentes.

R | (HA) =G v=(GVA) R; | F=-A (FANA)=f

Ry | (FA-A) =G F=(GVA) Rs | F= (GV-A) (FANA) =G

Ry | (AVB) =G {gzg Ry | F= (AAB) {?zg

Ri | (FA(AVB) =G {gﬁg%zg Rio | F= (GV(AAB)) {?jggig%
Rs | (A= B) =G {f:(%vA) Ru | F= (A= B) (FAA) = B

Rs | (FA(A= B)) =@ {%Fﬁfcﬁﬁ Ris | F= (GV(A= B)) | (FAA) = (GVB)

On veut déterminer si (F = G) est une tautologie.
Pour cela on considere la liste Ly = (Fy,...,F,,) des formules atomiques ou non de sorte que F =
FiN...NF,, et laliste L1 = (G4, ...,G,) des formules atomiques ou non de sorte que G = G V... AG,,.

- Si Ly contient au moins une formule non atomique F;

. si F; est de la forme A A B, on enleve F; et on rajoute les formules A et B a L.

. si F; est de la forme — A, on applique la régle Ry si F; est la seule formule non atomique de L; ou la regle
R5 sinon.

. si F; est de la forme AV B, on applique la régle Ry, ce qui ramene a 1’étude de deux tautologies sous forme
d’une implication.

. si F; est de la forme A = B, on applique la régle R5 si F; est la seule formule non atomique de L; ou la
regle Rg sinon, ce qui ramene a I’étude de deux tautologies sous forme d’une implication.

- Si Ly contient au moins une formule non atomique G;

. 81 G est de la forme AV B, on enleve G et on rajoute les formules A et B & Lo.

. 81 G; est de la forme —A, on applique la régle R7 si G; est la seule formule non atomique de Lo ou la régle
Rg sinon.

. si G est de la forme A A B, on applique la regle Rig, ce qui ramene a I’étude de deux tautologies sous
forme d’une implication.

. 81 G est de la forme A = B, on applique la régle Ri; si G est la seule formule non atomique de Ly ou la
regle Rys sinon, ce qui ramene a ’étude de deux tautologies sous forme d’une implication.
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Chaque application d’une des 12 regles supprime un des trois connecteurs “indésirables” de I'une des
listes L1 et Lo, et cela, sans en faire réapparaitre dans Pautre liste

On recommence tant que 'une des deux listes L, et Lo contiennent au moins une formule non atomique.
On verra plus loin que I'algorithme se termine.

On est alors ramené & une ou plusieurs implications élémentaires dont on sait vérifier si ce sont des
tautologies (cf. 2.)
14. Comme F = fV F = v = F, il suffit donc d’appliquer 'algorithme de la question 13 & v = F.

15. Comme —F = -FV{f = F =f, il suffit donc d’appliquer I'algorithme de la question 13 & F = f.
16. 1i(F = G) = 1y(F) + 1a(G).

(a) siles y; et z; sont des formules atomiques, alors :
m n

i (A Aym) = (21 Vzm)) = g A Aym) Fpa(1 V. Vzn) =Y pe(yi)+ Y () = 040 =0
i=1 j=1
(valable méme si m =1 ou n =1).
(b) SSF=FiA...NF,, et G G1 A ... NG, avec éventuellement m =1 oun =1, alors:
d(F'AG) ZUC +Zﬂc ) = Hg(F) + pg(G).
De plus 1(F) = (m —1) + Zuc(Fi) =m =1+ py(F) > py(F).
(c) SSF=FRV...VF,e = G1 V...V G, avec éventuellement m =1 oun =1, alors :

J(FV Q) Z“C +Zuc = pa(F) + pa(G).

De plus 1(F) = (m — 1) + ZMF» =m— 1+ pa(F) < pa(F).

(d) L’application & I'implication F' = G de chacune des 12 régles raméne & une ou deux implications dont
la i-mesure est strictement inférieure. Vérifions-le pour quelques unes d’entre elles.
pi(FA=A) = G) = pg(F) + pg(=A) + 11a(G) = p1g(F) + pa(G) + pe(A) +1
> p1g(F) + pa(G) + pa(A) = i ((F = (G V A)).
i ((F A(AV B)) = G) = g (F) + p1e(AV B) + 14(G)
> g (F) + pe(A) + pa(G) = 1g(F) + pg(A) + pa(G) = pi((F A A) = G).
wi(F = (GV (A= B))) = ty(F) + 1a(G) + el A = B)
> pig(F) + 1a(G) + pie(A) + pe(B) = p1g(F) + p1g(A) + p1a(G) + pra(B) = pi (F AN A) =
(GV B)).
La suite des i-mesures étant a valeurs entieres positives strictement décroissante est nécessairement finie.
Donc l'algorithme de la question 13. s’arréte, ce qui se produit si et seulement si I'implication obtenue
est atomique.

17 T1 = (l‘l = (.TQ = 353)) = ((fﬂl = .TQ) = (CEl = ng))
L’application de la régle 5 donne T7 = (Th A T5) avec :
T = (22 = 23) = ((xl = x9) = (1 = .’L‘g)) et Tz3=v=ax1V ((xl = 19) = (21 = xg)),
A son tour T3 se décompose en Th = (Ty A T5) avec :
Ty =x3 = ((1‘1 = 1‘2) = (.761 = 1‘3)) et Ts =v =29V ((2131 = 562) = (iEl = xg))
En utilisant Ria, T3 = (VA(z1 = 22)) = (21 V(21 = x3) qui se décompose d’apres Rg en Th = (ToATr)
avec :
Ts = (VAx2) = (:rl V(1 = (Eg)) et Tr=v=> (wl V(z1 = {Eg))
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On a immédiatement, en utilisant Ri2 : T = (VA 22 Azy) = (21 V 23) qui est une implication
élémentaire car la variable z; figure a la fois dans les deux membres, donc c’est une tautologie.
T7; = (VA1) = (x1 Vxs) qui est une tautologie.
D’aprés Ry1, Ty = (CC3 Az = xg)) = (1 = x3) qui se décompose d’apres Rg en Tp = (Tg ATy) avec :
Ts = (x3 A w2) = (21 = x3) et Ty =x3 =21V (1 = 23).
D’aprés Ryy, Tg = (x3 Axg Ax1) = 3 qui est est une tautologie.
D’apres Ria, To = (x3 Ax1) = (21 V x3) qui est est une tautologie.
D’apres Ryo, 15 = (v A (z1 = xg)) = (9:2 V(z1 = 13)) qui se décompose d’apres Rg en en T A T
avec :
Tio = (VAxz2) = (mg V(z1 = x3)) = (VAz2 Az1) = (22 Vxs) (d'apres Ri2) : c'est une tautologie.
Thh=v= (xl Vo V(1 = x3)) = (VvAzy) = (x1 Vo Vas (dapres Ria) : c’est une tautologie.
Au total, T7 est bien une tautologie.

3 Probleme de programmation en Caml

type formule = | vrai
| faux
| variable of int
| et of formule * formule
| ou of formule * formule
| implique of formule * formule
| non of formule ;;

type 1liste_de_formules == formule list ;;

let liste_vide () = let 1 = [vrai] in t1(1) ;;
let ajoute (f:formule) 1 = f£f::1 ;;
let est_vide 1 =1 = tl[vrail] ;;

let un_element (1l:formule list) = match 1 with
| [J -> failwith "Liste videl"
| t::q >t ;;

let reste (l:formule list) = match 1 with
| [J —> failwith "Liste vide2"

| t:i:q > q ;;

type ensemble_de_formules = { V : bool;
F : bool;
tbl : bool vect;
1f : formule 1list} ;;

let ensemble_vide () = { V = false;

F = false;
tbl = make_vect VMAX false;
1f = [1 };;

let que_des_variables e = e.1lf=[] ;;

let intersection el e2 =
let rec aux i =
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if i = VMAX then false

else (el.tbl.(i) && e2.tbl.(i)) || aux
in aux 0 ;;
let ajouter_formule e f = match f with
| vrai -> {V = true; F = e.F; tbl
| faux -> {V =e.V ; F = true; tbl
| variable(i) -> let t = e.tbl in t. (i)
{V=¢e.V; F = e.F; tbl =
| _ -> {V =e.V; F = e.F; tbl =
let formule_suivante e =
({V = e.V; F = e.F; tbl = e.tbl; 1f = reste

let rec verifier u v =

if que_des_variables u && que_des_variables v

then u.F || v.V ||
else if not (que_des_variables u)

intersection u v

<_

(i+1)

= e.tbl; 1f = e.1f}

= e.tbl; 1f = e.1f}

true;

t; 1f = e.1f}

e.tbl; 1f = ajoute f e.lf}

e.1f}, un_element e.lf) ;;

then let (uu,f) = formule_suivante u in match f with
et(a,b) -> verifier (ajouter_formule (ajouter_formule uu a) b) v

non a -> let w = if que_des_variables
then (* R1 *) ajouter_formule uu vrai
else (* R2 *) uu

in verifier w (ajouter_formule v a)

uu

ou(a,b) -> (* R3 et R4 %)
verifier (ajouter_formule uu a) v

&& verifier (ajouter_formule uu b) v
implique(a,b) -> let w = if que_des_variables uu
then (* R5 *) ajouter_formule uu vrai
else (* R6 *) uu

verifier (ajouter_formule uu b) v

&& verifier w (ajouter_formule v a)
"Erreur 1"

in
-> failwith

else if not (que_des_variables v)
then let (vv,g) = formule_suivante v in match g with

ou(a,b) -> verifier u (ajouter_formule (ajouter_formule vv a) b)

non a -> let w = if que_des_variables
then (* R7 *) ajouter_formule vv faux
else (* R8 *) wvv

in verifier (ajouter_formule

vv

ua)w

et(a,b) -> (x R9 et R10 %)
verifier u (ajouter_formule vv a)
&& verifier u (ajouter_formule vv a)

implique(a,b) -> (* R11 et R12 %)
verifier (ajouter_formule u a)(ajouter_formule vv b)

-> failwith "Erreur 2"
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else failwith "Erreur 3" ;;

let tautologie f =
verifier (ajouter_formule (ensemble_vide()) vrai)
(ajouter_formule (ensemble_vide()) f) ;;

Fin du corrigé
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