00 MATH. I - MP

ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES,
ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’AERONAUTIQUE ET DE L’'ESPACE,
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS,
DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY,
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE,
ECOLE POLYTECHNIQUE (FILIERE TSI).

CONCOURS D’ADMISSION 2000
MATHEMATIQUES

PREMIERE EPREUVE
FILIERE MP
(Durée de I'épreuve : 3 heures)

Sujet mis a la disposition des concours : ENSAE (Statistique), ENSTIM, INT, TPE-EIVP.

L’emploi delacalculette est interdit.

Les candidats sont priés de mentionner de fagon tres apparente sur la premiére page de la
copie : MATHEMATIQUES | - MP.
L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP, comporte 5 pages.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le but de ce probléme est I'étude d’endomorphismes définis par I'action d’un groupe sur un
espace vectoriel de matrices complexes.

SoitM I'ensemble des matrices complexasl’ordre 2 qui s’écrivent sous la forme suivante

m:(iaﬁ N )

Dans cette relatiora etb sont des nombres complexesgrifie i = —1, a (resp.b) est le
nombre complexe conjugué dgresp.b).

Partie préliminaire

0. L’ensemble M est un espace vectoriel réel :

Démontrer qu’en munissant I'ensemitfiede I'addition des matrices et de la multiplication
des matrices par un réel, 'ensemMeest un espace vectoriel réel. Préciser sa dimension.

Démontrer que le produit de deux matriceset m; de I'espaceM appartient avl.

Soitl la matrice unité d’ordre 2. Soih une matrice appartenant a I'espace vectaviella

matrice transposée de la matriveest notéém. Sip est un entier naturefp® est le produit de la
matricem p-fois par elle-méme ; classiquementt = |.

Soit G le sous-ensemble des matrigegppartenant a I'espadé dont le déterminant est égal
al:
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G={geM | detg=1}.
Il est admis que I'ensembleG est, pour le produit des matrices, un groupe.

SoitU le sous-ensemble des matricede I'espaceV antisymétriques dont le carré est égal a
I'opposé de la matrice identité :

U=<ueM |u+tu=0,u=-l}.
SoitV le sous-ensemble des matrices symétriquagpartenant a I'espadé :
V={veM | v="v}
Il est admis que le sous-ensembledeM est un sous-espace vectoriel réel.

Soientm; etm, deux matrices appartenant a I'espace vectdfiell est admis que la trace
de la matricem;.'m, est réelle ; soifm | my) le réel défini par la relation suivante :

(ml | mz) = %Tr(ml.‘mz) = %Tr(ml.tmz).

L'égalité entre les traces des matrices'm, et m;.'m;, est admise.

Il est admis que I'espag@/, (. | .)) est un espace euclidien. Si le produit scalaire
(m1 | my), de deux matricesy etmy, est nul, ces matrices sont dites perpendiculaires. Le
sous-espace vectoriélde M est un espace euclidien lorsqu’il est muni du produit scalaire induit
par celui dev.

Premiere partie

|.1. Propriétés élémentaires des matrices dedspace M :

Soitmune matrice de I'espadd ; démontrer que les matrices+'m et m.!m s’expriment au
moyen de la matrice identit¢ du déterminant det, de la tracelrmde la matricem.

Soitg une matrice appartenanivh; déduire du résultat précédent que, pour gu’'une matrice
g de I'espaceM appartienne au grougs, il faut et il suffit qu’il existe une relation simple entre
les matriceg et .

Soitmune matrice de I'espadd dont la trace est null€Trm = 0) ; établir la relation :
m = —tm; calculer les matrices?, (‘m)? en fonction du déterminant de la matrizeet de la
matrice unité.

.2 Matricesu:

Déterminer les matricasqui appartiennent a 'ensembledéfini ci-dessus.

Soitmune matrice de I'espadd, u une matrice de I'ensemblé. Comparer les deux
produits de matricesm.u etu.m. Démontrer que, lorsque la trace de la matricest nulle
(Trm = 0), les deux matrices.u etu.m appartiennent au sous-espace vectdfiel

[.3. Normed'unematricem:
Soitmune matrice de I'espadd ; calculer la norme de la matrica (| m [= /(m [ m) )
en fonction du déterminant de cette matrice. Comparer pour deux matriees de I'espaceM

la norme|| mw || du produit des matricaw etw avec le produifl m || . || w || des normes de
ces matrices.

|.4. Matricesappartenant aG:

a. Démontrer que toute matrigeappartenant au grougs’écrit, de maniére unigque, sous la
forme

- 2/5 -



g=1cosf+m,

ou est un reel appartenant au segni{@t ] etm une matrice de trace nul{@rm = 0) qui
appartient a.

Calculer, en fonction du réél le déterminant de la matricw, ainsi définie a partir de la
matriceg, ainsi que le carré? de la matricem.

b. Soitmune matrice de I'espadd difféerente de Qm = 0) : démontrer que la matricg
définie par la relation ci-dessous appartient au grdape

1
Jdetm

J1 = m.

[-5 Un sous-groupede G :
Soitg: une matrice, de trace nul{@rg, = 0), appartenant & ; soit G(g:) 'ensemble des
matricesmy définies par la relation suivante

my = | cosf + g1 sing,
ou est un réel quelconque appartenant au seghfest ] ; soit :
G(g1) = {my = | cosf+ga sind | 6 € [0,2r]}.
a. Démontrer que 'ensembl& g1 ) est un sous-groupe commutatif du grope

b. Soitmune matrice de I'espadd ; la matrice exponentielle de la matrioeest définie par
la relation

Calculer la matrice exj.g1).
Deuxiéme partie

Cette partie est consacrée a I'étude d’'une application définie dans le sous-espace vettoriel
des matrices symeétriques Wea I'aide d’'une matrice du group®.

Dans toute cette partig,est une matrice donnée du groupede trace nulléTrg = 0) ;
étant donnée une matrigeappartenant au sous-espace vectofisbitl4(w) la matrice définie
par la relation suivante :

lg(w) = g.w+w.'g.
[1-1. L’ endomorphismelyg deV:

a. Déterminer la dimension du sous-espace vectorieMéel I'espace vectorie¥l.
Déterminer une base de ce sous-espace vectoriel.

b. Démontrer que I'applicatioly : w — I4(w) est un endomorphisme de I'espace vectoriel
V. Démontrer que cet endomorphisihgan’est pas nul.

I1-2. Propriétés de lendomor phismely :

a. Comparer I'endomorphisnigo g : w — l4(Ig(W)) & 'endomorphismev — 2g.14(W).
Calculer I'expressiomg(g.lg(w)) en fonction ddg(w).
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Comparer lesdeux normes || Iq(w) || et || g.lg(w) |
Calculer, pour une matrice u del’ensemblel, I'expressiony4(g.u).

b. Déterminer une relation simple qui lie, pour deux matrices quelconqeias de I'espace
V, les produits scalairg$g(v) | w) et(v | Ig(w)).
En déduire 'endomorphisme adjoint de 'endomorphidge

c. Déduire des résultats précédents, que, pour toute matded/, les matricesy(w) et
g.l4(w) sont perpendiculaires.

[1-3. Unebasedel’espace V :

Etant données une matrigale I'espace vectorial telle que son image par
I'endomorphisméy soit differente de @ly4(v) = 0), une matriceu de 'ensembléJ (u appartient
aM, est antisymétriquey? = 1), soienthg le produit des matricegetu, h; I'image de la
matricev par [ applicationl 4, h; le produit des matricegeth; :

ho = g.u, h1 = lg(v), ha = g.lg(v).

a. Calculer les produits scalaires de la matti@vec chacune des matridasO < i < 2, et
des matrice#;,0 < i < 2, deux a deux :

(ulh)0<i<2 (| h)0sk=sl<2
b. Démontrer que la suite des matrites0 < i < 2, est une base de I'espace vectonel

Déduire de cette base une base orthonormée. Quelle est la matrice associée a I'endomorphisme
|4 dans cette base ? Déterminer la transformation géométrique associée a I'endomorphjisme

[1-4. Un endomor phisme de I’ espace vectoriel M :
Soitd un réel donné appartenant au segnién2r] ; soitmy la matrice appartenant au
groupeG (question I-5) définie par la relation suivante :

my = | cosh + gsiné.
Soitsy I'application qui, a une matrices de I'espace vectorié¥, associe la matricey.w :
Sp i W — My.W.

Déterminer la matrice associée a I'endomorphisgngans la base définie par les matrices
u, ho, hs, ha.

Troisieme partie

Soit mune matrice donnée de I'espace vectorldl A toute matricev du sous-espace
vectorielV deM est associée la matricew.'m.

[11-1. Endomor phisme v del’espace V :

a. Démontrer que I'application — m.w.!mest un endomorphisme de I'espace vectoviel
L’endomorphismeav — mw.'mdeV est notéy .

Calculerm.u.'mouu est une matrice de I'ensemble

b. Déterminer les matrices de I'espace vectorid¥ pour lesquelles I'applicatiop, est
I'application identité.

[11-2. Endomor phisme vy :
Soitg une matrice, différente des matride@dentité) et t, appartenant au grou
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a. Démontrer, a I'aide de la question I-4, qu'’il existe un réappartenant a I'intervalle
ouvert]0,z[ et une matrican, appartenant 8, differente de 0, de trace nulle, tels que la
relation ci-dessous soit vérifiée :

g=Ilcosf+m; 0 € ]0,x[, me M.

Soity la matrice définie a partir de la matricepar la relation suivante :

= 1 m.

Jdetm

b. Exprimer, pour toute matricg de I'espace vectoriél, la matricey 4(w) en fonction des
matricesw, |, (w), v,(w) et du réeb.

c. Soitv une matrice de I'espace vectoriélelle que son image par I'applicatidpsoit
différente de Ql,(v) # 0). D’aprés la question 1I-3.b, la familke.u, I, (v), ., (v) est une base
de I'espace vectoriél. Déterminer la matrice associée a I'endomorphigrgelans cette base.
Calculer le déterminant de cette matrice notédetCaractériser la transformation géomeétrique
définie par I'endomorphismeg.

[11-3. Endomor phisme y :

Soitmune matrice, différente des matriced @t—I, appartenant a I'espace vectoriél
Démontrer qu’il existe une matriggappartenant au grouggtelle que I'endomorphismer,
soit proportionnel a 'isomorphismgy. En déduire une interprétation géomeétrique de
I'endomorphismey n.

FIN DU PROBLEME
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