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Sujet mis a la disposition des concours : ENSTIM, INT, TPE-EIVP.

L’emploi delacalculette est interdit.

Les candidats sont priés de mentionner de fagon tres apparente sur la premiére page de la
copie : MATHEMATIQUES Il - PSI.
L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere PSI, comporte 5 pages.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le but de ce probléme est d’étudier quelques propriétés de certaines équations différentielles
du type suivant :

(E) y 'O+ o) y(t) = 0.

Premiere partie

L’objet de cette partie est I'étude de I'équation différentielle :

(Ev) y (t) +ety(t) = 0.

|.1. Caractérisation d’' une solution périodique :

Démontrer qu’une fonctiof) définie sur toute la droite réelle, solution de I'équation
différentielle €1), est Z-périodique si et seulement si elle prend, ainsi que sa défivée
mémes valeurs en O et en 2

f(0) = f(2r), f°(0) =f"(2r)

[.2. Construction d’une solution périodique :
Soit f une fonction 2z-périodique solution de I'équation différentiell) ; soitc,(f),n € Z,
ses coefficients de Fourier.
: . 1 (% -
pour tout entier relatif : cy(f) = —I f(t) e "t dt.
2 0

a. Démontrer que la fonctidrest la somme de sa série de Fourier, c’est-a-dire que, pour tout
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réelt,

f(ty = D ca(f) €N,

N=—c0

b. Exprimer les coefficients de Fourier de la fonction dérivée secbridief en fonction de
ceux def. En déduire, a I'aide de I'équation différentielle, la relation de récurrence qi(li¢ &
Cnfl(f).

c. Préciser la valeur du coefficient de Fourger(f) ; en déduire la valeur de tous les
coefficients de Fourier de rang strictement négatif. Calculer les coefficients de Fourier de rang
positif en fonction deso(f). En déduire I'expression de la fonctién

[.3. Inégalité vérifiée par la fonction f et sa dérivéef ” :
a. Soith un réel strictement positif ; établir une majoration du module des deux nombres
complexe<C et D, définis ci-dessous par les relations :

C=ft+hy—f(t)y—hf'(t) ; D=ft—h)y—ft)+hf ().

en fonction de la norme de la convergence uniforme de la fon€tidifi| , = sup [f(t)].
t

b. Déduire des deux inégalités obtenues la relation :

170 < V2 IIfll,,.

Deuxiéme partie

Soit (Un) o1 .. lasuite desfonctions définies sur la droite reelle par la relation suivante :

Un(X) = (=1)" (:T

Soitg la fonction somme de la série entiére de terme géng(al), définie dans l'intervalle
de convergence de cette série par la relation suivante :

_ . _qyn XD
9(x) —nZ;( 1) "

Le but de cette partie est I'étude de la fonctgn
[1.1. Rayon de convergence:

Déterminer le rayon de convergerRele la série de terme général(x).

[1.2. Signedelafonction g:

Quelle est le signe de la fonction dérivge sur le segmer|D, 2] ? En déduire qu'il existe un
réelxo tel que la fonctiorg est positive sur I'intervalle semi-ouvdf, xo[ et négative sur
I'intervalle semi-ouverixo, 2]. Démontrer I'inégalitéo >/2 (prendrey 2= 1,41).

Troisieme partie
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Le but de cette partie est d'étudier les zéros des solutions de I'équation différentielle suivante

(E2) y’'(t) +ety(t) = 0.
Dans toute cette partiedésigne une solution réelle de I'équation différentieie)(

[11.1. Zéros de la fonctiony :
a. Préciser la fonction lorsqu’il existe un réek tel que la fonctiory et sa dérivée sont
nulles en ce point : y(a¢) =0,y (¢) = 0.

b. Soienta etb deux réelga < b), zune solution réelle de I'équation différentielle suivante :
(F) Z'(t)+e*z(t) = 0.

La fonctionz est supposée s’annuler en deux poingt 5 de l'intervalle[a, b]
(a< a < p < b) et étre strictement positive sur l'intervalle ouvértB[. Soity une solution de
I'équation différentielle E>).

SoitH I'hypothése : “la fonctiory est strictement positive sur l'intervalfe, 5]”.

SoitWla fonction définie sur l'intervallg¢a, f] par la relation suivante :

W) = y(t) Z (1) -y (D) Z1).

Etudier les variations de la fonctiofY sur I'intervalle[a, 8] ; en déduire que I'hypothese¢
formulée ci-dessus est fausse.

En conclure que, pour toute solution rédige I'équation différentielleK), entre deux zéros
consécutifs de la fonctionse trouve au moins un zéro de la fonction

c. Déduire des résultats précédents que, pour tout rémlite solutiory réelle de I'équation
différentielleE, a au moins un zéro dans l'intervalle

[z’, T+ exp(—%) }

[11.2. Espacement des zéros de la fonctiony :
Soit y une solution réelle de I'équation différentiellg,, différente de la solution nulle.

a. Soitr un zéro de la fonctioy ; démontrer qu’il existe un intervalle ouvdet, 7 + [, ouc
est un réel strictement positif sur lequel la fonction’est pas nulle.

b. Soient deux zéros consécutifet § de la fonctiony. Démontrer, en considérant une
solution réellez de I'équation différentielle suivante :

(G) Z'(t)+ef z(t) = 0,
gue les réelg et S vérifient I'inégalité suivante :

p-a>n exp(—g).
Quatriéme partie

L'objet de cette partie est de construire une foncttosolution de I'équation différentielle
E2. Soit(Vn), 012, Une suite de fonctions définies sur la droite réelle par la relation :
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_ DY
Vn(t) = ()2 et

Lorsgque la série de fonctions de terme générakst convergente, sdit la fonction somme
de cette série :

P(t) = z; —((;,1))2 ent.

IV.1Lafonction V¥ est solution de |’ équation différentielle E :
a. Etablir que, pour tout réela, la série de terme génénal(t) est uniformément convergente
sur la demi-droitg—o, a].

b. Démontrer que la fonctioW est une solution de I'équation différentielléx) définie sur
toute la droite réelle.

IV.2. Zéros de la fonctionV :
Démontrer, en utilisant des résultats des deuxiéme et troisiéme parties, que les zéros de la
fonction'¥ constituent une suite monotone croissami¢,, o, , de reels:

o<ti<t<...<th <...

telle que :

N2 ¢ lim th =40, M (tmi—tn) = 0.

2 N—>—c0 N—>—w0

Cinquieme partie

Le but de cette partie est d'établir des majorations des fonctions solutions de I'équation
différentielle :

(E) y () + () y(t) = 0.

V.1lUneinégalité:

Soient M un réel strictement positifM > 0) eta un réel. Soient etg deux fonctions
positives, définies et continues sur la demi-drditeo[, telles que, pour tout réébe la
demi-droite[a, o[, I'inégalité ci-dessous ait lieu :

t
ft) <M+ _[ f(x) g(x) dx.
a

Etablir, en considérant par exemple la fonctirdéfinie sur la demi-droitga, «o[ par la
relation :

t
RO = | 100 900

la propriété :
t
f(t) < M exp(fa 9(%) dx).

Dans la suite le rée est strictement positifa > 0) ; soity une fonction réelle, définie et
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continue sur la demi-droite [a, [, vérifiant 'équation différentiellef) :

(E) y () + o) yt) =0,
ou ¢ est une fonction réelle, définie et continue sur la demi-dif@ite[, telle que la

fonctiont — t.p(t) est intégrable sur la demi-droite, «o[. (I’intégralej:t lp(t)| dt existe).

V.2. Majoration delafonction |y(t)|/t:
a. Déterminer une fonction affine A :— A(t), définie sur la demi-droitga, «[, telle que,
pour tout réet de cette demi-droite, la relation ci-dessous ait lieu :

YO = A - [ (€= y0) 9() o

b. Démontrer que la fonctiondéfinie par la relation

ity = X0

t 1

est bornée lorsque le réiatroit vers linfini. C’est-a-dire : il existe deux réels strictement
positifsC et D tels que, pour toutsupérieur ou égala @ > C), il vienne :Jy(t)| < D t.

V.3. Limitesdey (t) et dey(t)/t :
Démontrer, en utilisant les résultats précédents que la fonction défivée— y'(t) a une
limite lorsque le réet croit vers I'infini ; soit( cette limite :

(= limy().

t—wo

b. En déduire que I'expressigft) = @ a pour limite( lorsque le réet croit vers I'infini.

FIN DU PROBLEME
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