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Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés de certaines équations différentielles
du type suivant :

(E) y´´ÂtÃ + jÂtÃ yÂtÃ = 0.

Première partie

L’objet de cette partie est l’étude de l’équation différentielle :

(E1) y´´ÂtÃ + ei t yÂtÃ = 0.

I.1. Caractérisation d’une solution périodique :
Démontrer qu’une fonctionf, définie sur toute la droite réelle, solution de l’équation

différentielle (E1), est 2̂ -périodique si et seulement si elle prend, ainsi que sa dérivéef ´,
mêmes valeurs en 0 et en 2^ :

fÂ0Ã = fÂ2^Ã, f ´Â0Ã = f ´Â2^Ã

I.2. Construction d’une solution périodique :
Soit f une fonction 2^-périodique solution de l’équation différentielle (E1) ; soit cnÂfÃ,n 5 Z,

ses coefficients de Fourier.

pour tout entier relatifn : cnÂfÃ = 1
2^ X0

2^
fÂtÃ e?i n t dt.

a. Démontrer que la fonctionf est la somme de sa série de Fourier, c’est-à-dire que, pour tout
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réel t,

fÂtÃ = >
n=?K

K

cnÂfÃ ei n t.

b. Exprimer les coefficients de Fourier de la fonction dérivée secondef ´´ de f en fonction de
ceux def. En déduire, à l’aide de l’équation différentielle, la relation de récurrence qui liecnÂfÃ à
cn?1ÂfÃ.

c. Préciser la valeur du coefficient de Fourierc?1ÂfÃ ; en déduire la valeur de tous les
coefficients de Fourier de rang strictement négatif. Calculer les coefficients de Fourier de rang
positif en fonction dec0ÂfÃ. En déduire l’expression de la fonctionf.

I.3. Inégalité vérifiée par la fonction f et sa dérivéef ´ :
a. Soith un réel strictement positif ; établir une majoration du module des deux nombres

complexesC et D, définis ci-dessous par les relations :

C = fÂt + hÃ ? fÂtÃ ? h f ´ÂtÃ ; D = fÂt ? hÃ ? fÂtÃ + h f ´ÂtÃ.

en fonction de la norme de la convergence uniforme de la fonctionf : qfq
K
=

t

sup |fÂtÃ|.

b. Déduire des deux inégalités obtenues la relation :

f ´
K

� 2 qfq
K
.

Deuxième partie

Soit ÂunÃn=0,1,2,... la suite des fonctions définies sur la droite réelle par la relation suivante :

unÂxÃ = Â?1Ãn xn

Ân!Ã2 .

Soit g la fonction somme de la série entière de terme généralunÂxÃ, définie dans l’intervalle
de convergence de cette série par la relation suivante :

gÂxÃ = >
n=0

K

Â?1Ãn xn

Ân!Ã2 .

Le but de cette partie est l’étude de la fonctiong.

II.1. Rayon de convergence :
Déterminer le rayon de convergenceR de la série de terme généralunÂxÃ.

II.2. Signe de la fonction g :
Quelle est le signe de la fonction dérivéeg´, sur le segmentÄ0,2Å ? En déduire qu’il existe un

réelx0 tel que la fonctiong est positive sur l’intervalle semi-ouvertÄ0,x0 Ä et négative sur
l’intervalle semi-ouvertÅx0,2Å. Démontrer l’inégalitéx0 > 2 (prendre 2= 1,41Ã.

Troisième partie
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Le but de cette partie est d’étudier les zéros des solutions de l’équation différentielle suivante
:

(E2) y´´ÂtÃ + et yÂtÃ = 0.

Dans toute cette partiey désigne une solution réelle de l’équation différentielle (E2).

III.1. Zéros de la fonctiony :
a. Préciser la fonctiony lorsqu’il existe un réelJ tel que la fonctiony et sa dérivée sont

nulles en ce pointJ : yÂJÃ = 0, y´ÂJÃ = 0 .

b. Soienta et b deux réelsÂa < bÃ, z une solution réelle de l’équation différentielle suivante :

(F) z´´ÂtÃ + ea zÂtÃ = 0.

La fonctionz est supposée s’annuler en deux pointsJ etK de l’intervalleÄa,bÅ
Âa � J < K � bÃ et être strictement positive sur l’intervalle ouvertÅJ,KÄ. Soity une solution de
l’équation différentielle (E2).

Soit H l’hypothèse : “la fonctiony est strictement positive sur l’intervalleÄJ,KÅ”.

Soit W la fonction définie sur l’intervalleÄJ,KÅ par la relation suivante :

WÂtÃ = yÂtÃ z´ÂtÃ ? y´ÂtÃ zÂtÃ.

Etudier les variations de la fonctionW sur l’intervalleÄJ,KÅ ; en déduire que l’hypothèseH
formulée ci-dessus est fausse.

En conclure que, pour toute solution réellez de l’équation différentielle (F), entre deux zéros
consécutifs de la fonctionz se trouve au moins un zéro de la fonctiony.

c. Déduire des résultats précédents que, pour tout réelb, toute solutiony réelle de l’équation
différentielleE2 a au moins un zéro dans l’intervalle

b, b + ^ exp ? b
2

.

III.2. Espacement des zéros de la fonctiony :
Soit y une solution réelle de l’équation différentielleE2, différente de la solution nulle.

a. Soitb un zéro de la fonctiony ; démontrer qu’il existe un intervalle ouvertÅb,b + cÄ, oùc
est un réel strictement positif sur lequel la fonctiony n’est pas nulle.

b. Soient deux zéros consécutifsJ etK de la fonctiony. Démontrer, en considérant une
solution réellez de l’équation différentielle suivante :

(G) z´´ÂtÃ + eK zÂtÃ = 0,
que les réelsJ etK vérifient l’inégalité suivante :

K ? J � ^ exp ? K
2

.

Quatrième partie

L’objet de cette partie est de construire une fonctionH solution de l’équation différentielle
E2. SoitÂvnÃn=0,1,2,..., une suite de fonctions définies sur la droite réelle par la relation :
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vnÂtÃ =
Â?1Ãn

Ân!Ã2 en t.

Lorsque la série de fonctions de terme généralvn est convergente, soitH la fonction somme
de cette série :

HÂtÃ = >
n=0

K

Â?1Ãn

Ân!Ã2 en t.

IV.1 La fonction H est solution de l’équation différentielle E2 :
a. Etablir que, pour tout réela, la série de terme généralvnÂtÃ est uniformément convergente

sur la demi-droiteÅ?K,aÅ.

b. Démontrer que la fonctionH est une solution de l’équation différentielle (E2Ã définie sur
toute la droite réelle.

IV.2. Zéros de la fonctionH :
Démontrer, en utilisant des résultats des deuxième et troisième parties, que les zéros de la

fonctionH constituent une suite monotone croissanteÂtnÃn=0,1,2,..., de réels :

t0 < t1 < t2 < ... < tn < ...

telle que :

ln2
2

< t0,
n��K
lim tn = +K,

n��K
lim Âtn+1 ? tnÃ = 0.

Cinquième partie

Le but de cette partie est d’établir des majorations des fonctions solutions de l’équation
différentielle :

(E) y´´ÂtÃ + jÂtÃ yÂtÃ = 0.

V.1.Une inégalité :
Soient M un réel strictement positifÂM > 0Ã et a un réel. Soientf et g deux fonctions

positives, définies et continues sur la demi-droiteÄa,KÄ, telles que, pour tout réelt de la
demi-droiteÄa,KÄ, l’inégalité ci-dessous ait lieu :

fÂtÃ � M + X
a

t
fÂxÃ gÂxÃ dx.

Etablir, en considérant par exemple la fonctionF, définie sur la demi-droiteÄa,KÄ par la
relation :

FÂtÃ = X
a

t
fÂxÃ gÂxÃ dx,

la propriété :

fÂtÃ � Mexp X
a

t
gÂxÃ dx .

Dans la suite le réela est strictement positifÂa > 0Ã ; soit y une fonction réelle, définie et
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continue sur la demi-droite Äa,KÄ, vérifiant l’équation différentielle (E) :

(E) y´´ÂtÃ + jÂtÃ yÂtÃ = 0,

oùj est une fonction réelle, définie et continue sur la demi-droiteÄa,KÄ, telle que la
fonctiont Ð t.jÂtÃ est intégrable sur la demi-droiteÄa,KÄ. (l’intégraleX

a

K

t |jÂtÃ| dt existe).

V.2. Majoration de la fonction |yÂtÃ|/t :
a. Déterminer une fonction affine A :t Ð AÂtÃ, définie sur la demi-droiteÄa,KÄ, telle que,

pour tout réelt de cette demi-droite, la relation ci-dessous ait lieu :

yÂtÃ = AÂtÃ ? X
a

t
Ât ? xÃ yÂxÃ jÂxÃ dx.

b. Démontrer que la fonctionj définie par la relation

jÂtÃ = yÂtÃ
t ,

est bornée lorsque le réelt croît vers l’infini. C’est-à-dire : il existe deux réels strictement
positifsC et D tels que, pour toutt supérieur ou égal à CÂt � CÃ, il vienne :|yÂtÃ| � D t.

V.3. Limites de y´ÂtÃ et de yÂtÃ/t :
Démontrer, en utilisant les résultats précédents que la fonction dérivéey´ : t Ð y´ÂtÃ a une

limite lorsque le réelt croît vers l’infini ; soit� cette limite :

� =
t�K
lim y´ÂtÃ.

b. En déduire que l’expressionjÂtÃ = yÂtÃ
t a pour limite� lorsque le réelt croît vers l’infini.

FIN DU PROBLEME
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