CCP 2 TSI 2000

1 Préliminaire

1 27

1.1 SineN en(f) = — f(#)(cos(nt) — i sin(nt)) dt = %(an(f) —ibn(f))

- 21 0
Puis : c_n(f) = %(an(f) + b (f)) et co =ap
1.2 De méme on peut calculer a,(f) et b,(f) en fonction de ¢, (f) et de c_,(f).

VneN  anlf) = ealf) + conlf) balf) = i(ealf) = c-nl)

En remarquant qu'une combinaison linéaire de séries absolument convergentes est aussi absolument convergente, on
a I’équivalence demandée.

1.3 Remarquons que Vn € N* en(f) e + cop(f) e = a,(f) cos(nz) + by(f) sin(nz)
2 b=0, a réel .
Ea,O : Yy + ay = 0
2.1 a = —1
2.2 a réel quelconque (7 )

3 Coefficients des dérivées

3.1 En intégrant par partie ¢, (f’) :
1 2 } } on in 2 )
AN ! —int _ . —int —int
en(f') = o /. f'(®)e dt = [—m f(t)e ]0 + o /. f(t)e dt

VneZ  cu(f) = incu(f) avec  co(f) = 0
3.2 Par récurrence sur k : ¢, (f*)) = (in)* c,(f)
3.3 On en déduit que : |c,(f)] = W |Cn(f(k+1)|

En remarquant que pour toute fonction g, continue 27 périodique :

2T

Vn €Z len(g)] < & / lg(t)| dt est bornée (soit M un majorant).
0

On obtient : |c|n|(f)| < ﬁ}cﬁ M
n

donc : |en(f)] = o (Lk) lorsque n — +oo
n

et de méme : |[c_,(f)] = o (Lk) lorsque n — 400
n

1
3.4 Appliquons 3.3 & la fonction f(¥) également de classe C> dont les coefficients sont négligeables devant —
n
lorsque n — 400

‘Cn (f(k) )einz +eon (f(k) )e—inz

< Jenlr®] 4 fenr®)] = o)

n

En choisissant &’ > 2 on en déduit la convergence absolue de la série (majoration par une série positive convergente).
En outre, cette série est la série de Fourier associée & f(*) (1.3), fonction continue qui vérifie les hypotheses du
théoréeme de Dirichlet :

VkeN VzeR  fF(z) = o(f® + i(cn(ﬂk))em + c_n(f<k>)e—m)
n=1

Compte tenu de (3.1) : ¢, (f*TD)em* = inc, (fF))em® = (cn(f(k))eml)l
Le développement en série de Fourier de la dérivée est donc la série obtenue par dérivation terme & terme (fonction
réelle de classe C* de période 27).
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4 b0

4.1 En écrivant E, p sous la forme ¢’ = —(a + be*®)y
Une solution étant au moins de classe C?, il en est de méme pour y” et donc y se retrouve de classe C* et par
récurrence y est de classe C*°

4.2 Toute solution réelle ainsi que ses dérivées successives de période 27 vérifent le théoreme de Dirichlet en
étant continues. Elles sont donc sommes de leur série de Fourier respective pour tout € R
1 27 ) } a 27 } b 27 )
4.3 ¢ = —/ a+ be? @) f(x)e " dx = — x)e " dr 4+ — x)e " (2T gy
o) = 5= | (s be ) | 1@ = | 1@

VneZ  culg) = aca(f) + beaa(f)

4.4 Les solutions de E, ; vérifient :

Vn € Z en(fP) = —culg) = —acalf) — ben_o(f)

Puis avec (3.1) :

5 a=0
La relation précédante devient : n? c,(f) = bcp_a(f)
5.1 Pour n = 2p + 1 impair on obtient :
(2p +1)%c2p1(f) = bezp-1(f)
Le coefficient 2p + 1 et b ne sont jamais nul. Si ¢1(f) = 0 alors par récurrence tous les ¢zp+1 sont nuls.

De méme si ¢1(f) # 0, tous les coefficients se calculent & partir de cette constante et sont non nuls.

_3)2 _ 9\2
On obtient la formule de récurrence : Vp € Zc_gp+1(f) = % c_opt3(f) = % c—a(p—1)+1(f)
Etudions la série de ces coefficients par la regle de d’Alembert

400

C—2p+1(f)‘ _ (2p-3)? —
c—2p+3(f) 0] p— +00

On est dans le cas ou la série diverge parce que son terme général ne tend pas vers 0, la série n’est pas absolument
convergente.
remarque : Dans le cas d’une solution réelle, on a trouvé en (3.3) que cette série des coefficients était absolument
convergente pour une solution de Eqp, ce qui prowve par l’absurde c1(f) =0

5.2 Vq € Z(2q)? c24(f) = beag—a(f)
Pour ¢ = 0 On trouve c_3(f) = 0, puis pour ¢ = —p p € N* les coeflicients sont calculés en fonction de c_s(f)
donc :

Vp € N* c_op(f) = 0

5.3 De méme :

. b
Vp eN Cgp(f) = —202p_2(f)
4p
qui permet de calculer les coefficients en fonction de ¢o(f)
6 Série entiere
6.1 Le rayon de convergence est étudié par la regle de d’Alembert :
b
im | 2| = 1 PL_
n—+oo | Yp_1 n—+oo 4n,
La série entiere converge pour tout z € C
6.2 La convergence de la série entiere est absolue en tout point intérieur au disque de convergence donc ici pour

z = loupour z = 2@ (|e*™] = 1)
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6.3 on a alors :
oo
(p(x) = Z ,yneQan
n=0

oo
o(r) = ZQinvneQim
n=1

(P” — i(_4)n262inz
n=1

Puis en reconnaissant la formule de récurrence :

o0
(p”(l‘) + beQiI(p(l‘) _ Z(_4n2 Yo + b,yn_l)eQinz =0
n=0
Pour vérifier que ¢ est une solution non nulle, soit « = arg(b),
g o |b ; b|"
constatons que v, = 4"?71!) = ew‘%vnq = eznaﬁnl(i!ﬁ

et calculons ¢ (—%) = ZnEN |Vn |

C’est une série de termes positifs convergente : ¢ (—%) > 0 En outre ¢ est de période 27 et méme 7.

7 algorithmique

calcul avec Maple (présentation simple pour une valeur de m et une de b numériques fixées.)
> restart :

> gamal[0] := 1 ;

> m := 15 ; b := 4+1 ;

> for k from 1 while evalf(abs(gamalk-1])) > 10~ (-m)
> do

> gamalk] := b/(4%k"2)*gamalk-1] ;

> evalf (abs(gamal[k])) ;

> n =k ;

> od :

> for k from 1 to n do

> [gamma,k,‘ = ¢,gamalk],‘ de norme ¢,evalf(abs(gamalk]))] ;
> od ;

> k = ’k’:

> sn := t -> sum(gamal[k]*exp(2*xIxk*t),k = 0..n) ;

> Sn(Pi/6) := evalf(sn(Pi/6,n)) ;

gamag =1

m:=15
b:=4+1
1
[v,1, =, 1+ 1 I, de norme , 1.030776407]
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15 1
[v, 2, =, —+ =1, de norme , .2656250000]
64 8
13 47
=, —+4+—1, d .03042222033
[, 3, ' 576 + 9304 e norme , ]
161 5
4, =, ——+——1, d .001959906684
o4 = Timame T a0 b de morme s ]

101 1121
5, — I, d . .00008080902275
25 = 3686200 T TaTaseo0 1 % "orme ]
11 611
= I, d .2313778724107°
[ 6 = 7135020 T 265420800 17 % morme s ]

727 20047
- I, d .4867323507 107
7 = ~ 101014053600 T aT617ostadon 1 %€ moTme s )
31679 23
8, =, — I, d , 7839253490 10°
D: 8 = ~{o6512032486400 | 31708038240 = ¢ "orme )
50999 277441
=, - I, d .9975947582 1011
9, = ~3620904631308400 T 34519618525503600 7 ¢ "OT™me - |
. 10 14579 s 113221 L
= — e norme
T T T RI104632136499200 | 1725980926279680000 ’
11028297140 10~ 2]
1319867 2529647
[v, 11, =, — + I, de norme ,
1670749536638730240000 ' 6682998146554920960000

8759871330 1017

n
sni=1— Zgamak e21kt)
k=0

1
Sn(g m) = 1.036426876 + 1.109358033 1
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