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EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1I

Durée : 3 heures
Calculatrices interdites

Préliminaire
1- Soitf:t— _tsin(®)_ , t appartenant a ]0, ).
1-cos(t)
Etudier la limite de fen 0.

En déduire existence de I = J' F(t)dt
0

2-  Soit o un réel n’appartenant pas a Z et soit g une application 2r périodique vérifiant
Vxe ]-n, n[ , g(x) = cos(ax).
Déterminer la série de Fourierde g .
En déduire une expression de cotan(6) comme somme d’une série de fonctions.

Partie 1

1- Montrer que u ~ In(sin(u)) et u > In(cos(u)) sont intégrables sur ]0 , 7/2][.

/2 /2
2- Onnote K= | In(sin(u))du etL = | In(cos(u))du
0

a- Montrer que K=L
b- En exprimant K + L de deux maniéres différentes , déduire la valeur de K.

3- Exprimer I en fonction de K. En déduire la valeur de L

Partie I1

n
On rappelle la formule de Stirling:n! ~ 27tn(-1-1-J
e

Tournez la page S.V.P.



2n+1
2n—

1- Soitvp,=1-n ln( ] . Quelle est Ia nature de la série de terme général v, ?

2- Soit (ug)z1 la suite de fonctions définies par :
: 2x? X
u(x) = —— Dbour X appartenant a [0, %]
x% —n?
Montrer que la série de fonctions de terme général u,(x) est normalement convergente
sur [0, 4]

Ix 1/2
On note S(x) = Zun (x) etZ= | S(x)dx
; 0

Justifier I’existence de Z.
“+0

3- -a- Ecrire T sous forme d’une série Zan .
n=l
n=N
-b- On note Zy la somme partielle Z a, . Simplifier I’expression de Zn . En déduire
n=l1
la valeur de 2

4- A I’aide du préliminaire, trouver une relation liant Z et I. Retrouver la valeur de 1.

Partie I11

xtsin(t)
x2 —2x cos(t) +1

Soit h la fonction (x , t) =

dt est continue sur [0,1].
x“ —2xcos(t)+1

n .
1- Montrer que ’application H: x> I 3 xtsin(t)
0
2- Déterminer les suites s = (Sn)nz0 VErifiant la relation de récurrence :
VnelN, sy -2 cos(t) snv1 +8, = 0
t étant un réel donné de 10, =f.

3- Prouver sans calcul que I’application x = h(x,t), t € [0,7], est développable en
série entiére au voisinage de 0.

+
Soit Z a, (t)x" le développement en série entiére et R le rayon de convergence. En
n=0
utilisant la relation :
(1 -2 cos(t) x + x%) h(x,t) = t sin(t) x
déterminer 1’expression de a,(t). Que peut-on dire de R?



4- Soit x un réel fixé dans [0, 1].

+a0

-a- Montrer que la sériet > Z a, (t)x" converge normalement sur [0, 7).
n=0

-b- En déduire que H est développable en série entiére au voisinage de 0.

-c- Exprimer H(x) 4 I’aide de fonctions élémentaires pour x appartenant a [0, 1[, et
retrouver la valeur de I’intégrale 1.

Partie IV

1- Soit (E) I’équation différentielle :
1 1

E): xyx) + yx) = _x(1+x)+ X\/l___g.
Résoudre (E) sur ]0, 1].

2- Existe t-il une solution de (E) se prolongeant par continuité sur [0, 1] ?

qiaron _ LT tsin(®)
3. Soit ¢(x) RJ———I_XCOS(O dt

-a- Montrer que ¢ est une application continue sur [0, 1], dérivable sur ]J0, 1]
-b- Montrer que ¢ est solution sur ]0, 1[ de (E).

-¢c- Retrouver la valeur de 1.

Fin de 1'énoncé




