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Durée : 4 heures

L'usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non imprimantes et
sans document d’accompagnement, est autorisé. Cependant, une seule calculatrice a la fois est admise
sur la table ou le poste de travail, et aucun échange n’est autorisé entre les candidats.
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Notations. On note I’ensemble des nombres réels par R, 'ensemble des réels positifs par R,
ensemble des nombres complexes par C, I'ensemble des entiers relatifs par Z, des entiers positifs
par N et des entiers strictement positifs par N*. Pour toute fonction f de R dans C et tout réel a,
on note f(-+ a) la fonction g définie pour tout réel t par g(t) = f(t + a). On note f la fonction
conjuguée de f définie pour tout réel ¢ par f(t)y = ft).

On désigne par C'(R, C) 'ensemble des fonctions continues de R dans C et par C(R, €) Pensemble
des fonctions continues bornées de R dans C. Pour tout f de Cp(R,C) on note ||£]] le nombre
supyer | £(t)]. On dit qu’une suite de fonctions (f,; p > 1) de R dans C converge uniformément sur
R vers une fonction f si et seulement si limpy—yc0 ||fp — Il = 0. On rappelle que Cp(R,C) muni de
la norme || - || est un espace vectoriel normé complet.

On rappelle la définition de 'uniforme continuité: on dit qu’une fonction F de R (resp. C) dans
C est uniformément continue sur R (resp. C) si et seulement si:

Ye>0,38>0, Vt,scR(resp.C), [t—s/<d= |F(t) — F(s)] < €.
En particulier si f est un élément de C (R,C), f est uniformément continue si et seulement si:
i 4+ h)-fl|=0.
lim |If(-+8) = fl[=0

Soit f une application de R dans C. On dit que le réel r est une période de f si r est non-nul et si
pour tout réel t, on a f(t+r) = f(t). On note A, I’ensemble des fonctions de C(R,C) admettant r
pour période et on note A la réunion des ensembles A,, r parcourant ’ensemble des réels non-nuls.
A est ensemble des fonctions périodiques de C'(R, Q).

Soient @ et b deux réels tels que @ < b. Soit I un intervalle d’extrémités a et b. On définit la
longueur de I que I'on note £(I) comme le nombre b — a. Pour tout intervalle borné non-vide I on
deéfinit d(I) = sup,¢s|z|. On admet que:

1

d(ry = 1) .

Soit 7 un réel non-nul et soit g un élément de A,. On rappelle que pour tout réel T

/T+r/2g(t)dt = /r/2 g(t)dt .

T-r/2 —r/2

Pour tout réel A, on désigne par e la fonction de Cy(R,C) définie pour tout réel t par e)(t) =
exp(iXt). Pour tout réel r > 0, tout g de A, et tout k de Z, on définit le k-iéme coefficient de
Fourier de g par:

r/2
Ck(g) = 1/ g(t)eark (—t)dt .

rJ-r/2 T
On rappelle la formule de Parseval:
1 r/2 ) ) )
vwed [ wpa=3 o) ()

keZ

-
Question préliminaire 1  Montrer que la fonction €, + € /3 n’est pas dans A.



Soit E un sous-ensemble de R. On dit que E est bien réparti si et seulement si il existe un réel
I > 0 tel que tout intervalle de longueur ! contient un élément de F.

Soient f dans C(R,C) et ¢ > 0. On dit qu’un réel r est une e-quasi période de f si r est non-nul

et si:
sup|f(t+r1)— f()] < e.
teR

On note E(f,¢) 'ensemble des e-quasi périodes de f (il est possible que cet ensemble soit vide).
On dit qu’une fonction f de R dans C est une fonction presque périodique si et seulement si f est
un élément de C(R, C) et E(f, €) est bien réparti pour tout € > 0. On désigne par B I’ensemble des

fonctions presque périodiques.

Question préliminaire 2  Montrer que A C B.

PARTIE 1

1 Soit f dans B. Il existe donc un réel [ > 0 tel que tout intervalle de longueur ! contient un
élément de E(f, 1). Montrer que pour tout k dans Z:

sup  [f(1)| <1+ sup [f(2)].
te(kl,(k+1)1] te[-1,]]

En déduire que toute fonction presque périodique est dans Cy(R,C) -
2-a  Montrer que si f est dans B alors f, f2 et | f|? le sont également.
2-b  Soit F' : € — C uniformément continue. Montrer que F o f est dans B dés que f I’est.

3 Soit (fr; n > 1) une suite d’éléments de B qui convergent uniformément sur R vers une fonction
f. Montrer que pour tout réel a et tout n dans N:

WG+ a) = AL < 20 fa = fIl+ 11fal + @) = full .

En déduire que f est dans B.
4 Soit f dans B. Soient h et ¢ deux réels strictement positifs. Soit a dans E(f, €). Montrer que
pour tout réel ¢ on a:

ft+h) - fO) <2+ |f(t—ath)— f(t-a)l.

En déduire que toute fonction presque périodique est uniformément continue.

On dit qu’une fonction f de Cy(R,C) est normale si et seulement si de toute suite de réels
(an; m > 1) on peut extraire une sous-suite (an,; j > 1) telle que la suite de fonctions
(f(- + @n;); § > 1) converge uniformément sur R. On note A I’ensemble des fonctions normales.
Le but des questions 5 et 6 est de montrer que B = .

5  On cherche tout d’abord & montrer que B C V. On fixe f dans B et (a,; n > 1), une suite
réelle.
L)
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5-a  Soit ¢ un réel strictement positif. Il existe [ > 0 tel que tout intervalle de longueur [ contient
un élément de E(f,¢/3). Montrer qu'il existe une suite (b; n > 1) a valeurs dans [0,1] telle que
d’une part:

an_b7z€E(fv€/3)7

et d’autre part:

Vo> 1, G an) — fCanll < 5+ 17 = S+ b= bl

5-b  Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une sous-suite (an,; j > 1) (dépendant de ¢€) telle que
Vi,j > 1, |If(-+an) = fl+an)ll <e.

(Indication: penser & extraire de (bn; m > 1) une sous-suite convergente et a utiliser Puniforme
continuité de f.)

5

-c  Montrer par récurrence qu’il existe une famille de suites strictement croissantes d’indices
(,
(m;

]p); j > 1), p € N telle que:

vp>1, {1y {1}

et

Vp,i,j>1, ||f('+an§p)) ~f+awll<

SR

En déduire que B C NV (considérer la suite (a_¢); p > 1)).
P

6  On cherche ensuite & montrer que N C B. Pour cela, on raisonne par 1’absurde: supposons
qu’il existe f, un élément de A qui ne soit pas dans B.

6-a  Montrer qu'il existe un réel ¢g > 0 et une suite d’intervalles bornés (I,; n > 1) tels que
£(I;) > 1 et pour tout n > 1:

e I, est inclus dans le complémentaire de E(f, o) ;

o ((Iny1) > 5 (d(N) +...+d([s)) .

(On rappelle que pour tout intervalle borné I, on a posé d(I) = sup,¢y|z|.)

6-b  Montrer qu’il existe une suite de réels (a,; n > 1) telle que o € I et pour tout n > 1:

® o,y est dans [,4q mais pas dans [} U...U Iy;

o l'intervalle fermé de longueur 2(d(I1) + ...+ d(I,)) centré en a4y est inclus dans fn4 -

6-c  Montrer que pour tous 4, j entiers distincts plus grands que 1, o; # «; et

az'—()l]'¢E(f,(0) .

Conclure.

7-a  Montrer que si f et g sont dans B alors fg et f + g le sont également (utiliser le fait que

N = B).

7-b  On note C I’ensemble des fonctions de la forme aey, + azey, + ...+ azey,, pour n variant
dans N*, a;, as,...a, dans C et Ay, A, ..., A, dans R. Montrer que C C B.



8-a  Soit (an; n > 1) une suite a valeurs dans C telle que 351 lan| < co. Montrer que la série
de fonctions g = 3,51 @n€1/n st bien définie et appartient & B.

8-b  Montrer que: r

1
Vn > 1 lim — theyn(—t)dt = ay .
n=z1, T—l>+oo o —Tg() l/n( ) n
(Justifier soigneusement la réponse.)
8-c  Montrer ensuite que ¢ est périodique si et seulement si la suite (@,; n > 1) est nulle & partir
d’un certain rang.
Dans les parties II et I1I, on admet que I’ensemble C est dense dans B pour la convergence

uniforme sur R, c’est-a-dire:

VieB,Ye>0,3PeC : ||f-Pll<e. (ii)

PARTIE II

Dans cette partie on utilise (ii) pour donner une caractérisation nécessaire des fonctions qui
s’obtiennent comme limite uniforme sur R de fonctions périodiques continues . Pour tout réel A,
toute fonction f de B et tout réel T > 0, on pose:

T
sUNT) = 5 [ Ser(-tar.

1-a Montrer que pour tout P de C et tout réel A, im7_;0 a(P, A, T) existe.

1-b  Montrer que pour tout réel A et tout élément f de B, limr_o a(f, A, T) existe. On note
a(f, \) cette limite et on définit le spectre de f, noté Spec(f), par:

Spec(f) = {A €R : a(f,) # 0} .

1-¢  Soit P un élément de C. Calculer explicitement Spec(P) et a(P, A) pour tout réel A.

1-d  Soit (f,; » > 1) une suite d’éléments de B qui converge uniformément vers f. Montrer que
pour tout réel A:

lim a(fs,A) =a(f,A).

n—oo

2  Soit fdans Bet P, =Y %, agf)ee(k) , k > 1 une suite d’éléments de C telle que || f— Px|| < 1/k.

2-a  Montrer que si A n’est pas dans {ésrlf); k> 1; ng > m > 1}, alors a(Pg, A) = 0 pour tout
k e N*,

bl
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2-b  Montrer que Spec(f) est au plus dénombrable.

3-a Soient r un réel non-nul et g un élément de A,. Pour tout n € N*, on pose @n =
S, ck(9)eanksr- Montrer que pour tout réel A on a:
1/2

(Qu, N) = alg, )] < [ 3 lexo)?

tk|>n

3-b  En déduire Spec(g) (une justification soigneuse est demandée).

4 Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans C telle qu’il existe une suite (fp; p > 1)
d’élements de A satisfaisant:

lim |1 = fll = 0.
pP—r00

4-a  Montrer que les éléments de Spec(f) sont tous des multiples rationnels d’un méme réel.

4-b  On suppose que Spec(f) contient un élément non-nul. Il existe une suite (r,; p > 1) de réels
non-nuls telle que f, € A,, , pour tout p > 1. Montrer qu’il existe un certain rang po tel que les
périodes r,, , p > po sont toutes des multiples rationnels d’un méme réel.

4-¢  Donner un exemple simple de fonction presque périodique qui n’est pas limite uniforme de
fonctions périodiques continues.

PARTIE III

Soit f un élément de B. D’apres II-2-b, Spec(f) est au plus dénombrable. Si Spec(f) est infini,
on en fixe une énumération notée (A,; n > 1) et on pose:

Yo lafNF =D lalf AP
A€Spec(f) n=1
(cette expression pouvant prendre éventuellement la valeur 4+00). Si Spec(f) est vide, on pose
Y latf NP =0.
A€ESpec(f)

Si Spec(f) est fini, la somme E/\GSpec(f) |a(f, A)]? est définie sans ambiguité. Le but de cette partie
est de généraliser la formule de Parseval aux fonctions presque périodiques. Plus précisément, on
se propose de montrer le résultat suivant:

1 T
VfeB, lim m/ lF@Pdt= " la(f,N)I*. (iii)

Tooo 2T T reSpec(f)

1  Soit f € B. Justifier I’existence de

lim L/T F()2de =
T—o0 2T -T ’



Montrer que tout élément de A satisfait (iii).

2-a  Soient 7, Ty, ..., Ty, 0 réels distincts. On note C,, .. -, I'ensemble des combinaisons linéaires
a coefficients dans C de e;,,...,e,,. Soit P = Y 7_, bre,,un élément de C,,, . .. Montrer que
a(|f = P|?,0) est bien défini et que:

a()f = PI%,0) = a(|f1%,0) = Y _la(f,m) >+ Y bk — alf,me)? .
k=1 k=1

En déduire que inf{a(|f — P|?,0); P € Cy,,..r,} est atteint en un unique élément de C,, . ,. &
préciser.

2-b  Montrer que:
> le(£, V1 < a(1%,0).
AeSpec(f)
2-c  Soit (Pg; k > 1) la suite d’éléments de C considérée a la question 11-2: d’aprés 11-2-a et 1I-2-b,
on sait que Spec(f) est inclus dans {£$,’f); k > 1; ng > m > 1}. En déduire que:
, . . 1
Yk > 1,38y fini CSpec(f) : Y la(f, NI* > a(|f]%0) — e
AESk

En déduire I’assertion (iii).

3-a Soit f une fonction presque périodique & valeurs réelles positives. On suppose qu’elle est
non-nulle. Il existe alors un réel 2o et § un réel strictement positif, tels que:

inf y)=¢>0.
ye}ro—é,zo+6[f("/)

On introduit un réel { tel que tout intervalle de longueur [ contient au moins un élément de E(f, ¢/2).
On peut supposer sans restriction que [ > 24. Montrer que tout intervalle 7 de longueur supérieure
a [ contient un intervalle J de longueur § tel que:

inf f(y) 2 ¢/2.

3-b  Déduire de la question précédente que a(f,0) > 0.

3-¢  Montrer que:

Vgl,gzéB, (VAERV a(gl7A):a(g%/\)):>gl=g2-

3-d  Soit f dans B. Soit (A;; n > 1) une énumération de Spec(f). On suppose que:

D olalf A < o0

n=1

Prouver que pour tout réel t,



