Mines Ponts, 2002, MP, Premiere épreuve

(5 pages )

Premiere Partie

I-1. Fonction F :

a. Le développement en série entiere de la fonction exponentielle donne
to0 kx

e XX (kz)"
vz € R, E(%)ZZWZZ<Z k;m!)
k=0 k=0 0

n=

Or la séri (Z‘k’xn) t te d Sl cail t te (d
T la serie W neN €St convergente de somme _k/"_ € _k/"_ pen €St convergente ( € somme

E(]z|)), donc la famille (8’;2, > est sommable et on peut donc écrire
’ (k,n)eN?

+oo /oo (k;x)" = x™ = k™
Yz € R, E(w)ZZ (Z k!'n! ) :Zm (ZF)

n=0 \k=0 n=0 k=0

donc F est développable en série entiere sur R .

£(0)

n!

b. On sait que si f est développable en série entiere en 0, les coefficients du développement sont

. . +OO n
donc, ici,on a A, = > TT
k=0 "

c. oOnaVe € R, E'(z) = ¢® E(x) donc la formule de Leibniz donne, pour tout n € N, Vo € R, E+(z) =

S Cke* E®)(z) donc, en prenant x =0, A, 41 = 5. CF Ay .
k=0 k=0

o Ona Ay =E(0) =e=eBy et donc, par récurrence immédiate & 1’aide de la relation ci-dessus et de la
relation similaire sur B,,, on a Vn € N, A, =e B, donc B,, = % A, .

I-2. Comparaison de sommes infinies :

n—-4oo

+oo p—1
a.0nal<up" <U,= Y ugk" et 0< Uy —Rpp = D, up k™ N Ut (p—1" = o(upp") donc
k=1 k=1 n—+oo
U,—Rpn= O(Un) et donc U, ~ Rpp.

b. Puisque u, ,1 VU, pour tout € > 0 il existe p € N tel que Vk > p, |uk — ’Uk| < eug. Un tel p étant
n—-—+oo

+oo
> (uk — vg) k™

k=p

—+oo —+oo
fixé, posons Ryn(u) = > up k™ et Rpn(v) = 3 v k™. On a |Ryn(u) — Ry n(v)] =

k=p k=p

<

+oo
> |uk — ’Uk| k™ car les deux séries sont absolument convergentes donc leur différence aussi. On obtient
=p

—+oo
donc |Rpn(u) — Rpn(v)| <& 3 up k™ = € Rpn(u) < eU,. Dautre part, la question précédente donne
k=p
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U ~ Rpn(u)etV, ~ R, (v) donc il existe ng tel que ¥n > no, |Rp7n(u) — Un| < el, et
n—-—+oo

n—-+00
|Rp7n(v) — Vn| <eVy,.
Donc Vn > ng, |Un — Vn| < |Un — Rp7n(u)| + |Rp7n(u) — Rp7n(v)| + |Rp7n(v) — Vn| < 2eU, +¢V,.
On peut supposer que € < % n a alors, en tenant compte de I'inégalité précédente avec € < %:
vn = no, Vo < Vi = Un| + Up <20, + % donc V, <4U,
vn = ng, |Uy — Vu| < 62U,
Donc Ve €]0, %[ dng Vn =ng |Un — V| < 4eU,.

Dong, finalement, U, ~ V, .
n—-4oo

I-3. Fonction f, :

a. Onasy = e g=Ftn-1/2 = exp[—kIn k+k+(n—3)In k] donc k? s, = exp[—k1In k+k+(n+32)In k] P 0

donc, par comparaison aux séries de Riemann, la série (3 sy),cy converge .

kn kn k—kek . ek/{i_k+"_1/2 s

b. L’équivalent de Stirling donne 37  ~ = = et,pour k > 1, s > 0 et
L 21k V2 Vor 7 -
—+oo

so = 0, donc, d’apres la question [2.b], on a A, e \/%7 fulk) .
- k=0

Deuxieme Partie

II-1. Etude de la fonction ®, :

a.Ona®y(z) ~ Alnz e Py(z) ~ —zalnz.
x—0t r— 400
b. ¢\ (z) = —Inz + % et ®Y(z) = —% - E)\Z < 0 donc @ est une fonction continue strictement décroissante
de 0, +o0[ vers R (car lim, o+ Phi)(z) = +0oo et lim,_, 1o Phi)(z) = —c0) et donc il existe un unique

p € R% tel que @) (u) = 0 d’ott le tableau de variations :

() /! ) N

c. P\ (u)= —lnu—i—% =0< A=plnpet, puisque A > 0, ona p > 1. Posons ¢(x) = xInx: ¢ est de classe
C>™ sur ]1,4o00[ et ¢'(x) =1+ 1Inz > 0. Donc ¢ est un C*° difféomorphisme de |1, +o0[ sur ]0, +o00[ et
donc ¢ = ¢t est C° sur )0, +oo] .

REMARQUE: la relation admise est facile & démontrer et elle est vraie non seulement pour z > 0 mais
pour x > —1 ce qui sert dans la question [IIL.1.c].

I-2. Maximum de la fonction f, :
a. o Pour x > 0,on a f,(x) =exp [Jc —zlnx + (n — %) In x] = exp |:(I)n_1/2(l’)i| donc f, admet un maximum

sur ]0, +o00[ en un unique point p, = <p(n — %) De plus, Vo < 0, fn(in) > 0= fn(x) donc f,(un) est le
maximum de f, sur R. Ainsi, f,, admet un unique maximum sur R atteint en u,, = cp(n - %) .
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o fr est Clsur ] —oo,0[ et 0, 400, £, (07) = 0et f,,(0F) = lim,_o+ exp [(I)n_l/g(x)} =0, f/(07) =0 et,

pour x > 0, f/(z) = [—lnx—i— n—Tl/Q] exp[tl)n_l/g(x)} =exp[z—zlnz+ (n—3)Inz+In|lnz|] +
1 _ 3 0+0 sin>2 ( 1 ) ( )
(n 2) exp[x xlnx—i—(n 2)11190] W{O—i-(—i-oo) Gin—1 donc (fp, CsurR) & (n>2).

b. o On a déja vu au [1.c] que VA > 0, u = p(A\) > 1. De plus, avec ¢ = p~ 1, on a ¢(u1) = % < ¢(2) =
2In2 < ¢p(p2) = 3 donc la croissance de ¢ vue au [l.c] donne 1 < p13 <2 < pa .

o De méme, pour n > 3, ¢(n) =nlnn =2 nln3 >n >n — % donc n > u,. D’autre part, par concavité

deln,onth>O,lnt<t—1etdonc¢(\/ﬁ):\/ﬁln\/ﬁg\/ﬁ(\/ﬁ—l):n—\/ﬁgn—\/g<n—%.
Donc Vn >3, vn < u, <n .

1
In+/n

o Ainsi, Bn = 2 <

) d’apres ci-dessus donc p, = o(n) pour n — 400 .

Hn n-— % nl-@

o De méme, =2 > ~
N 7 n*Inn 4o NN pnotoeo

+o00 car 1—a > 0. Donc Va €]0,1[, n®* = o(p,) pour n — +00.

REMARQUE: puy, Inp, = n — % donne Inu, + ln(lnun) = ln(n — %) donc, puisque p, —— 400,

n—4oo
_1 n—1
In ~ Inn—=1%) ~ In n =— 2 ~ 2 50 ~
Hn +00 (7’L 2) +0c0 n done pin Inpy 400 Inn SOIt fin n—+oo INM

Troisieme Partie

II-1. Propriétés de la fonction g, :

a. y =y (H%) & r=n (,;y—n—l) Z%y—\/ﬁdom\weﬁ& fu(y) = faltn) gn (%y—x/@ :

b. z — pu, (1 + %) étant croissante et prenant la valeur 0 en —+/n et la valeur u, en 0, le graphe de

gn découle de celui de f,, qui est donné par les résultats de [I1.2.a].

n=1 n>=?2
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c. Soit z € R fixé: AN, Vn > N, —+/n <z et donc on a, pour n > N, en posant )\:n—%,

i o o 1+ )
o (e ) (o )
{( ) (relt) e (o)

% ] car 7 = 0(1)

(

2
donc g, —S~ g sur R avec Va € R, g(z) = exp [_202_} )

car % In (1 + %) 0 pour x positif ou négatif. De plus, p, —n+ % ol —n donc il existe ng tel que
1

Vn = ny, un—n—i—? —% et Vt > —1, t > In(1 +¢) donc

n( x x
Ing, Yn = ng, Vo > —/n, gn(z) < exp [—— (— —In <1+—>>} )
2 \vn vn

II-2. Une majoration de la fonction g, :

a. o uest C sur | — 1,0] et |0, +oo[ et, d’autre part, Vo €] — 1,1[\{0}, u(z) = 2( 1)n= % =
+oo n
n _=xI . / so. s .
ngo(_l) T donc u se prolonge en 0 en une fonction développable en série entiére en 0 qui est donc
C® sur | — 1, 1] donc u se prolonge en une fonction C* sur | — 1, +o0] .
oy 1,2 1 () _ gz
o Pour z # 0, v/(z) = ;2‘+;gln(1+$) x2(1+x) = — 3 avec v(xz) =2n(1l+zx)—x T3 et
oy — 2 41 a? oo _ _
donc v'(z) = 1 =1 0327 [+a° Donc v est décroissante sur | — 1, +oo[. Or v(0) =0

donc v(z) est du signe de —z et donc Vz €] — 1 +oo[\{0} u'(z) < 0 Donc u décroit sur | — 1, 400 .
o u(xr) —— 0 donc Vz €] — 1, 4o00[, u(z) >0 .

r— 400

[N~}

b. L’inégalité du [1.d] s’écrit Vn > ng, Vo > —y/n, gn(z) < exp [—%u %)]

: x 1 T T
Si x €] — v/n, 0], [a] donne u <%> > u(0) = 5 donc gn(z) < exp [——4—} et cette inégalité est encore
valable pour z < —y/n puisqu’alors g, (z) = 0.

Si z > 0, de méme, u (% > u(z) ol gn(z) < exp [—2523 u(x)} = exp [—% (z —In(1+ x))}

2
Donc Vn =2 ng, Vo <0, gn(z) <exp [—%—} ;o V20, gn(z) <exp [—% (Jc —In(1 —i—x))} .

Quatrieme Partie
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IV-1.Intégrabilité de la fonction g, :
o gn est continue sur R, g, est nulle donc intégrable sur | — oo, —/n] et, pour > 0, 0 < gn(x) <
exp [—% (z —In(1+ x))} avec exp [—% (z—In(1+ x))} =V1Iftze /2= 0(;17) en +oo.
Donc g, est intégrable sur R .

exp [—%3} siz <0
exp [—% (z —In(1 +x))} siz >0

continue sur R et que pour # — +00, on a h(z) = o(%). D’apres [II1.2.b], on a Vn > ng, |ga| < h.
De plus, g, —S~ g continue (par morceaux) sur R donc le théoréme de convergence dominée s’applique

2
et donc In:/gn(x)dx —>/gdx:/exp [—@2—} de =+V2r.
R n—+oo Jr R

o Soit h définie sur R par h(z) = . h est intégrable sur R car h est

IV-2.Un encadrement de la somme S,

k+1
fn croit sur [—1, p| donc Vk € [0, p], / fa@)dt < fn(k) et Yk € [0,p—1], fu(k) < / fn(t) dt donc
k

/Ofn(t)dt<;fn(k)\ /fn
k+1

Et f, est décroit sur [p+ 1,4o0[ donc Vk > p + 1, / fa@)dt < fo(k) et VE = p+2, fuo(k) <
k

1
k

+oo
fn(t) dt donc, puisque (3 fr(k))s, 41 converge, f, est intégrable sur [p+1, +oo et / fa(t)dt <
k 1 p+1
—+oo
S L)< Sl + ) v [
k=p+1 pFl

400 p+1 400 p+1
Onadonc/O o= [ o <si< [ Rodhe e [ L0 e

+oo p+1
donne, en posant I, = / fa@)dt et Ay = fro(p)+ fnlp+1) +/ fa@)de, I, — A, < S, < I+ A,
0 P

puisque f, =0

+oo \/ﬁ +oo
Mais, selon [III.l.a], I, = fn(un)/ Jn (—t—\/ﬁ> dt = fn(un)
0

n

\/_ gn(x)dx = I, en

posant x = %t— V.

De plus A, = fn(pn) %en avec 0 < € v/ A i

n= 77 —~—A, < 3fn(uy) puisque f,(uy,) est le
PGt fim Flpin) i, 2 (pin) puisque fu(p)
. 3y/n s
maximum de f,. Donc 0 < e, < = = o(1) d’apres [IL.2.b.iii].
Donc 3 K,, = f"(u#, de, >0, tels que Kn(ln - en) <S5, < Kn(ln +en) et €, —>+ 0.

IV-3.Un équivalent du réel B,
Ona B, =e ' A, dapres [I.1.c] et 4,, ~ L g, d’aprés [I.3.b]. De plus, on peut écrire I'inégalité

n—+oo /27
S,

du [2] sous la forme I, — €, < 7 < I, + e, car K,, > 0 et, comme, selon [1] et [2], limy,— 400 [ — €7 =
n
lim, . o0 Iy, + €, = V27, on en déduit S,, ~ +27K,. Donc B, ~ e !'K,. Enfin, K, =
n—-4oo n—-4oo

f"(u# = %exp [un — lin 1n(un) + (n — —) 1n(un) + ln(un)} = \}ﬁexp [un — (n — %) + (n + %) 111(/%)}-

D B 1 u L n+1/2
ONe Bn n—:\-;—oo % © (T) '
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