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Première Partie

I-1. Fonction E :

a. Le développement en série entière de la fonction exponentielle donne

∀x ∈ R, E(x) =

+∞
∑

k=0

ekx

k!
=

+∞
∑

k=0

(

+∞
∑

n=0

(kx)n

k! n!

)

.

Or la série
(

∑

∣

∣

∣

kxn

k! n!

∣

∣

∣

)

n∈N

est convergente de somme ek|x|
k!

et

(

∑ ek|x|
k!

)

k∈N

est convergente (de somme

E(|x|)), donc la famille

(

(kx)n

k! n!

)

(k,n)∈N2

est sommable et on peut donc écrire

∀x ∈ R, E(x) =

+∞
∑

n=0

(

+∞
∑

k=0

(kx)n

k! n!

)

=

+∞
∑

n=0

xn

n!

(

+∞
∑

k=0

kn

k!

)

donc E est développable en série entière sur R .

b. On sait que si f est développable en série entière en 0, les coefficients du développement sont
f (n)(0)

n!
,

donc, ici, on a An =
+∞
∑

k=0

kn

k!
.

c. � On a ∀x ∈ R, E′(x) = ex E(x) donc la formule de Leibniz donne, pour tout n ∈ N, ∀x ∈ R, E(n+1)(x) =
n
∑

k=0

Ck
n ex E(k)(x) donc, en prenant x = 0, An+1 =

n
∑

k=0

Ck
n Ak .

� On a A0 = E(0) = e = e B0 et donc, par récurrence immédiate à l’aide de la relation ci-dessus et de la

relation similaire sur Bn, on a ∀n ∈ N, An = e Bn donc Bn = 1
e An .

I-2. Comparaison de sommes infinies :

a. On a 0 6 up pn 6 Un =
+∞
∑

k=1

uk kn et 0 6 Un − Rp,n =
p−1
∑

k=1

uk kn ∼
n→+∞

up−1 (p − 1)n = o
(

up pn
)

donc

Un − Rp,n = o
(

Un) et donc Un ∼
n→+∞

Rp,n .

b. Puisque un ∼
n→+∞

vn, pour tout ε > 0 il existe p ∈ N tel que ∀k > p,
∣

∣uk − vk

∣

∣ 6 ε uk. Un tel p étant

fixé, posons Rp,n(u) =
+∞
∑

k=p

uk kn et Rp,n(v) =
+∞
∑

k=p

vk kn. On a
∣

∣Rp,n(u) − Rp,n(v)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=p

(uk − vk) kn

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

k=p

∣

∣uk − vk

∣

∣ kn car les deux séries sont absolument convergentes donc leur différence aussi. On obtient

donc
∣

∣Rp,n(u) − Rp,n(v)
∣

∣ 6 ε
+∞
∑

k=p

uk kn = ε Rp,n(u) 6 ε Un. D’autre part, la question précédente donne
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Un ∼
n→+∞

Rp,n(u) et Vn ∼
n→+∞

Rp,n(v) donc il existe n0 tel que ∀n > n0,
∣

∣Rp,n(u) − Un

∣

∣ 6 ε Un et
∣

∣Rp,n(v) − Vn

∣

∣ 6 ε Vn.

Donc ∀n > n0,
∣

∣Un − Vn

∣

∣ 6
∣

∣Un − Rp,n(u)
∣

∣+
∣

∣Rp,n(u) − Rp,n(v)
∣

∣ +
∣

∣Rp,n(v) − Vn

∣

∣ 6 2ε Un + ε Vn.
On peut supposer que ε < 1

2 . On a alors, en tenant compte de l’inégalité précédente avec ε < 1
2 :

∀n > n0, Vn 6
∣

∣Vn − Un

∣

∣+ Un 6 2Un + Vn

2 donc Vn 6 4 Un

∀n > n0,
∣

∣Un − Vn

∣

∣ 6 6ε Un

Donc ∀ε ∈]0, 1
2 [ ∃n0 ∀n > n0

∣

∣Un − Vn

∣

∣ 6 4ε Un.
Donc, finalement, Un ∼

n→+∞
Vn .

I-3. Fonction fn :

a. On a sk = ek k−k+n−1/2 = exp
[

−k lnk+k+(n− 1
2 ) lnk

]

donc k2 sk = exp
[

−k ln k+k+(n+ 3
2) ln k

]

−−−→
k→+∞

0

donc, par comparaison aux séries de Riemann, la série (
∑

sk)k∈N
converge .

b. L’équivalent de Stirling donne kn

k!
∼

n→+∞
kn k−kek√

2πk
= ekk−k+n−1/2√

2π
= sk√

2π
et,pour k > 1, sk > 0 et

s0 = 0, donc, d’après la question [2.b], on a An ∼
n→+∞

1√
2π

+∞
∑

k=0

fn(k) .

Deuxième Partie

II-1. Étude de la fonction Φλ :

a. On a Φλ(x) ∼
x→0+

λ lnx et Φλ(x) ∼
x→+∞

−x lnx .

b. Φ′
λ(x) = − ln x + λ

x et Φ′′
λ(x) = −1

x − λ
x2 < 0 donc Φ′

λ est une fonction continue strictement décroissante

de ]0, +∞[ vers R (car limx→0+ Phi′λ(x) = +∞ et limx→+∞ Phi′λ(x) = −∞) et donc il existe un unique
µ ∈ R

∗
+ tel que Φ′

λ(µ) = 0 d’où le tableau de variations :

x 0 µ +∞
Φλ(µ)

Φλ(x) ↗ ↘−∞ −∞

c. Φ′
λ(µ) = − lnµ+ λ

µ = 0 ⇔ λ = µ lnµ et , puisque λ > 0, on a µ > 1. Posons φ(x) = x lnx: φ est de classe

C∞ sur ]1, +∞[ et φ′(x) = 1 + ln x > 0. Donc φ est un C∞ difféomorphisme de ]1, +∞[ sur ]0, +∞[ et
donc ϕ = φ−1 est C∞ sur ]0, +∞[ .

Remarque: la relation admise est facile à démontrer et elle est vraie non seulement pour x > 0 mais
pour x > −1 ce qui sert dans la question [III.1.c].

II-2. Maximum de la fonction fn :

a. � Pour x > 0, on a fn(x) = exp
[

x − x ln x +
(

n − 1
2

)

ln x
]

= exp
[

Φn−1/2(x)
]

donc fn admet un maximum

sur ]0, +∞[ en un unique point µn = ϕ
(

n − 1
2

)

De plus, ∀x 6 0, fn(µn) > 0 = fn(x) donc fn(µn) est le

maximum de fn sur R. Ainsi, fn admet un unique maximum sur R atteint en µn = ϕ
(

n − 1
2

)

.
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� fn est C1 sur ]−∞, 0[ et ]0, +∞[ , fn(0−) = 0 et fn(0+) = limx→0+ exp
[

Φn−1/2(x)
]

= 0, f ′
n(0−) = 0 et,

pour x > 0, f ′
n(x) =

[

− ln x +
n − 1/2

x

]

exp
[

Φn−1/2(x)
]

= exp
[

x − x lnx +
(

n − 1
2

)

ln x + ln | lnx|
]

+

(

n − 1
2

)

exp
[

x − x lnx +
(

n − 3
2

)

lnx
]

−−−→
x→0+

{

0 + 0 si n > 2
0 + (+∞) si n = 1

donc
(

fn C1 sur R

)

⇔
(

n > 2
)

.

b. � On a déjà vu au [1.c] que ∀λ > 0, µ = ϕ(λ) > 1. De plus, avec φ = ϕ−1, on a φ(µ1) = 1
2 < φ(2) =

2 ln2 < φ(µ2) = 3
2 donc la croissance de ϕ vue au [1.c] donne 1 < µ1 < 2 < µ2 .

� De même, pour n > 3, φ(n) = n lnn > n ln 3 > n > n − 1
2 donc n > µn. D’autre part, par concavité

de ln, on a ∀t > 0, ln t 6 t − 1 et donc φ
(√

n
)

=
√

n ln
√

n 6
√

n
(√

n − 1
)

= n − √
n 6 n −

√
3 < n − 1

2.

Donc ∀n > 3,
√

n < µn < n .

� Ainsi,
µn
n =

n − 1
2

n ln µn
6 1

ln
√

n
d’après ci-dessus donc µn = o(n) pour n → +∞ .

� De même,
µn
nα >

n − 1
2

nα lnn
∼

+∞
n1−α

lnn
−−−→
n→+∞

+∞ car 1−α > 0. Donc ∀α ∈]0, 1[, nα = o(µn) pour n → +∞ .

Remarque: µn ln µn = n − 1
2 donne lnµn + ln

(

ln µn

)

= ln
(

n − 1
2

)

donc, puisque µn −−−→
n→+∞

+∞,

ln µn ∼
+∞

ln
(

n − 1
2

)

∼
+∞

ln n donc µn =
n − 1

2
ln µn

∼
+∞

n − 1
2

ln n
soit µn ∼

n→+∞
n

lnn
.

Troisième Partie

III-1. Propriétés de la fonction gn :

a. y = µn

(

1 + x√
n

)

⇔ x =
√

n
(

y
µn

− 1
)

=

√
n

µn
y −√

n donc ∀y ∈ R, fn(y) = fn(µn) gn

(√
n

µn
y − √

n

)

.

b. x 7−→ µn

(

1 + x√
n

)

étant croissante et prenant la valeur 0 en −√
n et la valeur µn en 0, le graphe de

gn découle de celui de fn qui est donné par les résultats de [II.2.a].

n = 1 n > 2
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c. Soit x ∈ R fixé: ∃N, ∀n > N, −√
n < x et donc on a, pour n > N , en posant λ = n − 1

2 ,

gn(x) =
1

fn(µn)
exp

[

Φλn

(

µn

(

1 +
x√
n

))]

=
1

fn(µn)
exp

[

Φλn
(µn) + (µn − λn)

(

x√
n
− ln

(

1 +
x√
n

))

− µn
x√
n

ln

(

1 +
x√
n

)]

= exp

[(

µn − n +
1

2

) (

x2

2n
+ o

(

1

n

))

− µn
x√
n

(

x√
n

+ o

(

1√
n

))]

= exp

[

−x2

2
+ o(1)

]

car
µn

n
= 0(1)

donc gn −→S g sur R avec ∀x ∈ R, g(x) = exp
[

−x2

2

]

.

d. ∀x > −√
n, gn(x) = exp

[

(µn − λn)

(

x√
n
− ln

(

1 + x√
n

))

− µn
x√
n

ln

(

1 + x√
n

)]

6 exp

[

(

µn − n + 1
2

)

(

x√
n
− ln

(

1 + x√
n

))]

car x√
n

ln

(

1 + x√
n

)

> 0 pour x positif ou négatif. De plus, µn −n + 1
2 ∼

+∞
−n donc il existe n0 tel que

∀n > n0, µn − n + 1
2 6 −n

2 et ∀t > −1, t > ln(1 + t) donc

∃n0, ∀n > n0, ∀x > −√
n, gn(x) 6 exp

[

−n

2

(

x√
n
− ln

(

1 +
x√
n

))]

.

III-2. Une majoration de la fonction gn :

a. � u est C∞ sur ] − 1, 0[ et ]0, +∞[ et, d’autre part, ∀x ∈] − 1, 1[\{0}, u(x) = − 1
x2

+∞
∑

n=2
(−1)n−1 xn

n =

+∞
∑

n=0
(−1)n xn

n + 2 donc u se prolonge en 0 en une fonction développable en série entière en 0 qui est donc

C∞ sur ] − 1, 1[ donc u se prolonge en une fonction C∞ sur ] − 1, +∞[ .

� Pour x 6= 0, u′(x) = − 1
x2 + 2

x3 ln(1 + x) − 1
x2(1 + x)

=
v(x)
x3 avec v(x) = 2ln(1 + x) − x − x

1 + x et

donc v′(x) = 2
1 + x − 1 − 1

(1 + x)2
= − x2

(1 + x)2
. Donc v est décroissante sur ] − 1, +∞[. Or v(0) = 0

donc v(x) est du signe de −x et donc ∀x ∈]− 1, +∞[\{0}, u′(x) < 0 Donc u décrôıt sur ] − 1, +∞[ .

� u(x) −−−→
x→+∞

0 donc ∀x ∈] − 1, +∞[, u(x) > 0 .

b. L’inégalité du [1.d] s’écrit ∀n > n0, ∀x > −√
n, gn(x) 6 exp

[

−x2

2 u

(

x√
n

)]

.

Si x ∈] − √
n, 0], [a] donne u

(

x√
n

)

> u(0) = 1
2 donc gn(x) 6 exp

[

−x2

4

]

et cette inégalité est encore

valable pour x 6 −√
n puisqu’alors gn(x) = 0.

Si x > 0, de même, u

(

x√
n

)

> u(x) d’où gn(x) 6 exp
[

−x2

2 u(x)
]

= exp
[

−1
2

(

x − ln(1 + x)
)

]

.

Donc ∀n > n0, ∀x 6 0, gn(x) 6 exp
[

−x2

4

]

; ∀x > 0, gn(x) 6 exp
[

−1
2

(

x − ln(1 + x)
)

]

.

Quatrième Partie
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IV-1.Intégrabilité de la fonction gn :

� gn est continue sur R, gn est nulle donc intégrable sur ] − ∞,−√
n] et, pour x > 0, 0 6 gn(x) 6

exp
[

−1
2

(

x − ln(1 + x)
)

]

avec exp
[

−1
2

(

x − ln(1 + x)
)

]

=
√

1 + x e−x/2 = o
(

1
x2

)

en +∞.

Donc gn est intégrable sur R .

� Soit h définie sur R par h(x) =







exp
[

−x2

4

]

si x < 0

exp
[

−1
2

(

x − ln(1 + x)
)

]

si x > 0
. h est intégrable sur R car h est

continue sur R et que pour x → ±∞, on a h(x) = o
(

1
x2

)

. D’après [III.2.b], on a ∀n > n0, |gn| 6 h.
De plus, gn −→S g continue (par morceaux) sur R donc le théorème de convergence dominée s’applique

et donc In =

∫

R

gn(x) dx −−−→
n→+∞

∫

R

g dx =

∫

R

exp
[

−x2

2

]

dx =
√

2π .

IV-2.Un encadrement de la somme Sn :

fn crôıt sur [−1, p] donc ∀k ∈ [[0, p]],

∫ k

k−1

fn(t) dt 6 fn(k) et ∀k ∈ [[0, p− 1]], fn(k) 6

∫ k+1

k

fn(t) dt donc

∫ p

0

fn(t) dt 6

p
∑

k=1

fn(k) 6 fn(p) +

∫ p

0

fn(t) dt.

Et fn est décrôıt sur [p + 1, +∞[ donc ∀k > p + 1,

∫ k+1

k1

fn(t) dt 6 fn(k) et ∀k > p + 2, fn(k) 6

∫ k

k−1

fn(t) dt donc, puisque (
∑

fn(k))k>p+1 converge, fn est intégrable sur [p+1, +∞[ et

∫ +∞

p+1

fn(t) dt 6

+∞
∑

k=p+1

fn(k) 6 fn(p + 1) +

∫ +∞

p+1

fn(t) dt.

On a donc

∫ +∞

0

fn(t) dt−
∫ p+1

p

fn(t) dt 6 Sn 6

∫ +∞

0

fn(t) dt+ fn(p)+ fn(p+1)−
∫ p+1

p

fn(t) dt ce qui

donne, en posant I ′n =

∫ +∞

0

fn(t) dt et ∆n = fn(p)+ fn(p+1)+

∫ p+1

p

fn(t) dt, I ′n −∆n 6 Sn 6 I ′n +∆n

puisque fn > 0.

Mais, selon [III.1.a], I ′n = fn(µn)

∫ +∞

0

gn

(√
n

µn
t −

√
n

)

dt = fn(µn)
µn√

n

∫ +∞

−√
n

gn(x) dx = In en

posant x =

√
n

µn
t −√

n.

De plus ∆n = fn(µn)
µn√

n
εn avec 0 6 εn =

√
n

fn(µn) µn
∆n 6

√
n

fn(µn) µn
3fn(µn) puisque fn(µn) est le

maximum de fn. Donc 0 6 εn 6
3
√

n
µn

= o(1) d’après [II.2.b.iii].

Donc ∃Kn =
fn(µn) µn√

n
, ∃ εn > 0, tels que Kn

(

In − εn

)

6 Sn 6 Kn

(

In + εn

)

et εn −−−→
n→+∞

0 .

IV-3.Un équivalent du réel Bn :

On a Bn = e−1 An d’après [I.1.c] et An ∼
n→+∞

1√
2π

Sn d’après [I.3.b]. De plus, on peut écrire l’inégalité

du [2] sous la forme In − εn 6
Sn
Kn

6 In + εn car Kn > 0 et, comme, selon [1] et [2], limn→+∞ In − εn =

limn→+∞ In + εn =
√

2π, on en déduit Sn ∼
n→+∞

√
2π Kn. Donc Bn ∼

n→+∞
e−1 Kn. Enfin, Kn =

fn(µn) µn√
n

= 1√
n

exp
[

µn − µn ln
(

µn

)

+
(

n − 1
2

)

ln
(

µn

)

+ ln
(

µn

)

]

= 1√
n

exp
[

µn −
(

n − 1
2

)

+
(

n + 1
2

)

ln
(

µn

)

]

.

Donc Bn ∼
n→+∞

1√
n

e µn

(

µn
e

)n+1/2

.

* * *
* *
*
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