Mines-Ponts Maths 1 MP

Premiére Partie

1. Fonction F

X n
(a) Pour tout réel y, e¥ = g y—, donc
‘ n!
n—=

too kz

VreR, E(z Zk' Z(Z kw)

n n . .
. La série (3 [uk,n|), o est convergente de somme e:!m‘ et (Z e:!m‘

Posons u =
kim k!'n!

est convergente (de somme E(|z])), donc la famille (ug,n)(k,n)enz est sommable et le théoréme

de Fubini permet d’intervertir l’ordre des sommations, soit :

+oo /400 (/{333)" +oo 2" +oo k"
vreR, E(@:;(z ke ) > (ZH>'

k=0 n=0 k=0

Ainsi E est développable en série entiére sur R.

(b) Etant développable, E est de classe C* sur R et pour tout n, le coefficient de degré n de la

E™(0)

série entiére vaut

+00 1 n
L
(¢) Yz € R, E'(z) = e” E(z) d’ou par la formule de Leibniz:

n

VneN, Ve e R, EMtD(z) = Z Ck er E®) () soit en prenant x =0: A, = Z Ck Ay
k=0

Ap,
Ay = E(0) = e = e By. Les suites <—> et (B,,) coincident pour n = 0 et vérifient la méme
e

— 14,

relation de récurrence, ce qui entraine par récurrence immédiate que B, = |
2. Comparaison de sommes infinies:
(a) p est ici fixé. Ry, > u,.p™ par positivité des ug.
p—1
Z uek™
U, — R - —ug (E\"
0< _—Pn = i <> E(2) ——0
Rpﬂl Rpﬂl el Up p n—oo
car la somme comporte p — 1 termes dont chacun a pour limite 0.

Ainsi, U, ~ Rpn
n—-4oo

(b) Soit e > 0. wuy, ~ vy, donc il existe p € N tel que Yk > p, |uk — ’Uk| < evg.
Un tel p étant fixé, posons R, ,(u) = k_p ug k™ et Ry n(v) = ;f(; ve k™. On a

|RP7"(U) ‘Zk—p Uk — Uk) k™

<Zk_ |uk—vk|k:"<gz Ukk:"—stn()ngVn.

Par la questlon precedente, U, ~ Rpn(u)etV, ~ R,,(v),donc il existe ng tel que
n—-4oo n—-4oo

Vn > no, |Rp7n(u) — Un| <eU, et |Rp7n(v) — Vn| < eV,, ce qui implique

Y > ng, |Up — Vol < |Un -R, n(u)| + |an(u) - R, n(v)| + |Rp7n(v) — Vn| < eU,, + 2V,.

D’ou L 2EV <U, <1+26Vn,dou%—>1 ie U, ~ V.

— 00 n—-4oo
"



Remarque: On pouvait raccourcir la rédaction en traitant les questions a et b simultanément.

3. Fonction f,:

(a)

(b)

1
sk > 0et In(k?s;) = k+ (—k+n+ 3)Ink —— —oo donc s, = 0 (ﬁ) et la série & termes

k—+oo

positifs (> sx) converge.

kp—k—1/2

V2T
On pose u = e et v = i Par la formule de Stirling, u oy vg. Les séries a ter-
. — 00

— 00

X n
mes positifs upk™ et vik™ convergent donc d’aprés 2b, S,, ~ 27 —,
kEN keN n 4 k!
=0

1 e’}
dou A, ~ — n(k).

Deuxiéme Partie

1. Etude de la fonction @, :

(a)
(b)

P ~ Al P ~ —xlnax.
Alx) e A alx) o, ~enz
@ est indéfiniment dérivable sur ]0, +oo[. ®}(z) = —Inz + 2, fonction strictement décrois-
sante de |0, +oo[ sur R (car lim, o+ @) () = 400 et lim,_, 1o D) (z) = —00) et donc il existe

un unique i € R* tel que @4 () = 0 d’ou le tableau de variations :
+ A

T 0 I +o0
P (x) /

1= @(A) est I'unique solution de I’équation x Inz = .

La fonction 9 : o +— zInx est de classe C! sur |1, +o0[, & dérivée strictement positive donc est
un C! difféomorphisme de |1, +o0[ sur son image ]0, +00.

o =1~ ! est donc de classe C'! sur |0, +ool.

Preuve de la relation admise:

On forme la différence A = @) (u(1 4+ x)) — Pa(p) — (g — A)(z —In(1 + z)) + paln(l + x).
A=—p(l+z)np—pl+z)In(l+z)+p(l+z)+AInp+AIn(l+2)+plnp —p—XNnp—
pr+pln(l+2)+ Az —Aln(l4+2)+peln(l+z) = —pxlnp+ Az =0 car A = plnp.

A noter que cette égalité est vraie non seulement pour x > 0 mais pour x > —1, ce qui sert
dans la question III.1.c.

2. Maximum de la fonction f,:

(a)

Pour z > 0, fn(z) = exp[®,_; (2)] donc f, admet un maximum sur |0, +oo[ en un unique
point i, = <p(n — %) fn étant nulle sur | — 00, 0], fn(un) est le maximum de f,, sur R.
fn est de classe C! sur ] — o0, 0] et ]0, +o0[ , fn(z) 2o, 2"~ % donc fl(x) 2o, (n— %)x"_%
Sin =1, f, n’est pas dérivable a droite en 0.
Sin > 2, les dérivées & gauche et & droite en 0 sont nulles, donc f,, est C! sur R.
i. @) est strictement décroissante et pi, = @ :é (0).
@'%(1)2 1>0et @'%(2):—1n2+i<0donc 1<p <2,
@’%(2) =—In2+ 3 >0 donc 2 < ps.

1
n—3

1
Pourn>3, ® ,(n)=-Ilnn+ :1—2——1nn<Oet
n—z n

n
@;_%(\/ﬁ) =n— ﬁ —Iny/n >0 (carlafonction a: z+ x— = —Inz est croissante

2x
sur [1,4o0[ et (1) > 0 donc a(y/n) > 0) donc /n < py < n.
ii. pinInpu, =n— % et Inp, >Iny/n done 2 < n;\/ﬁ donc p, = o(n).

a a a
n

n n
iii. Pour a €]0,1[, — = ——Inp, < —=Inn —— 0 donc n® = o(uy).
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Troisiéme Partie

1. Propriétés de la fonction g,:

@) L = = st (o (1 RO Vi) ) = £

(b) D’apreés 2a, le graphe de f est de la forme

Hnyn =1 Hpym > 2

Pour avoir 'allure du graphe de g,, il suffit de pratiquer des homothéties sur les axes de
coordonnées.

gn =0sur | —0o,—/n], SUP|_ /m 1o 9n = gn(0) = 1.
(c) Soit x un réel, et ny un entier tel que x > —,/ny.

v = Inga@) = Info (la(14 20)) = fulen) = @,y (a4 25)) = €,y ().
D’aprés 1’égalité admise au 11.1,

() Ingn(z) = (tn — (n = 3)) (% —In(1+ %)) — (1 + =) = (pn — (n = 3)) (;—n +o(%)) — Hn -

2
x
or ™ . 0 doncIn gn(x) —— —5 et par continuité de ’exponentielle, (g,) converge

n n—oo n—oo

v

_z

simplement vers la fonction g définie par g(z) = e~ 7.

(d) o Vt>-—1, ln(l—l—t)gtdonc%—ln(l—i—\/iﬁ)zo

o pn = o(n) donc 3ng, Vn > ng, p, — 2+ 3 <0

o Vt> -1, tIn(l+1) >0 donc p 2= In(l+ =) > 0
Il en résulte que Vz > —y/n, Vn > no, (pn—2+3) (% — In(1 + %)) _M"\/Lﬁln(l—i_%) =0
1

soit (j1n — (n = 3)) (& ~ (1 + %)) (1 + ) < -3 (& -+ %)
D’aprés (*), on en déduit : g, (z) < exp (—— ( )

2. Une majoration de la fonction g,:

2(1+z)In(1 +z) — 22 — 22
x3(1 4 x)

Soit N(z) le numérateur. Un développement limité en 0 donne N (z) o % donc v/ (z) — 5
xr— xr—

De plus u(x) o %, donc en posant u(0) = % et en utilisant le théoréme de dérivation d'un
xr—

(a) u est de classe C! sur ] — 1, +00[\{0} et u/(z) =

prolongement, le prolongement obtenu est de classe C' sur | — 1, +o0[.
N'(z) =2(In(14+x)—z) <0 et N(0) =0 donc v’ <0 et u décroit sur | —1, +oo[. u(z) —— 0

r——400
donc u est positive.

(b) Pour z < —\/n, gn(x) =0 < exp (_é)

Pour —y/n < z <0, u décroit donc u

|
w8,
—
B
—
~

D’aprés 1d, g, (x) < eXp(
>u

L

\/_

(
Pour z > 0, \/_ < z,doncu % u(z) donc gn(x) < exp (—%u(x)) =exp (—1(z — In(1 + 2))).
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Quatriéme Partie

1. Intégrabilité de la fonction g,:

gn est continue sur R, nulle sur | — oo, —y/n[ donc est intégrable sur R_. De plus, 22g,, (z) =" 0,

donc g,, est intégrable sur R.

v

x

Pour n > ng, 2 <0=0<g,(x) <e T quiest intégrable sur | — oo, 0].

1 1
x>0=0<g,(x) <exp (—5(30 —In(1+ x))> = 9. (962——1-1> qui est donc intégrable sur
[0, +00].

La suite de fonctions positives (g, ) converge simplement vers g et est majorée sur R par une fonction
intégrable indépendante de n, donc par le théoréme de convergence dominée, I,, —— fR g =V2r.
n—oo

2. Un encadrement de la somme S,,:
k

k41
fn croit sur [—1, p] donc V& € [0, p], fn( Ydt < fo(k) et Yk € [0,p—1], fulk) < / : fa(t)dt
k

donc /0 fa(t)dt < I;fn(k:) < / fn(?)
k

k41
fn décroit sur [p+1, 4o00[ donc Vk > p+1, / fa(t)dt < fn(k) et VE > p+2, fr(k) < fa(t)dt
k k-1

—+oo

+oo
donc/ t)dt < Z fnlk) < fn p+1)+/ fnl(t)dt.

p+1 k=p+1 p+1
+o0 p+1 +oo p+1
En sommant, / aoa- [ pOa<s, < [ pane e - [
0 P 0 p
+oo p+1
d’ot, en posant I/, = / fa(t)dt et Ay = fr(p) + funlp+1) +/ fn(t) dt, on obtient
0 D

Drapres Lt 1= o) [ g (0 V) = fae) 22 [ gy
0

Hn

_ Hn folpin)
Jn

A
fn(un) étant le maximum de la fonction f,,, on a A, < 3f,(4n). On pose &, = K—" de sorte que

3v/n !

n

d’'ou I = K,, I,, en posant K, =

0<e, < , et d’apres I1.2.b.iii, &,, —— 0.

n—oo

Finalement, K, (I, —en) < Sp < Kp(In +en).

3. Un équivalent du réel B, :

S, S,
D’aprés la question précédente, — —— +/2m. La partie I nous apprend que A4, ~ Z_ et
Kn n—oo n—oo /2

A K
B, =" donc B, ~ —=.
e

n—oo e
o fu ()
n—oo e\/ﬁ '

Finalement, B,
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