
Mines-Ponts Maths 1 MP

Première Partie

1. Fonction E

(a) Pour tout réel y, ey =

∞
∑

n=0

yn

n!
, donc

∀x ∈ R, E(x) =

+∞
∑

k=0

ekx

k!
=

+∞
∑

k=0

(

+∞
∑

n=0

(kx)n

k!n!

)

.

Posons uk,n =
kn xn

k!n!
. La série (

∑ |uk,n|)n∈N
est convergente de somme ek|x|

k! et
(

∑

ek|x|

k!

)

k∈N

est convergente (de somme E(|x|)), donc la famille (uk,n)(k,n)∈N2 est sommable et le théorème
de Fubini permet d’intervertir l’ordre des sommations, soit :

∀x ∈ R, E(x) =

+∞
∑

n=0

(

+∞
∑

k=0

(kx)n

k!n!

)

=

+∞
∑

n=0

xn

n!

(

+∞
∑

k=0

kn

k!

)

.

Ainsi E est développable en série entière sur R.

(b) Etant développable, E est de classe C∞ sur R et pour tout n, le coefficient de degré n de la

série entière vaut
E(n)(0)

n!
, i.e An =

+∞
∑

k=0

kn

k!
.

(c) ∀x ∈ R, E′(x) = exE(x) d’où par la formule de Leibniz:

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, E(n+1)(x) =

n
∑

k=0

Ck
n e

xE(k)(x) soit en prenant x = 0 : An+1 =

n
∑

k=0

Ck
nAk.

A0 = E(0) = e = eB0. Les suites

(

An

e

)

et (Bn) coïncident pour n = 0 et vérifient la même

relation de récurrence, ce qui entraine par récurrence immédiate que Bn = 1
e An .

2. Comparaison de sommes infinies:

(a) p est ici fixé. Rp,n ≥ up.p
n par positivité des uk.

0 ≤ Un − Rp,n

Rp,n
=

p−1
∑

k=1

ukk
n

Rp,n
≤

p−1
∑

k=1

uk

up

(

k

p

)n

−−−→
n→∞

0

car la somme comporte p − 1 termes dont chacun a pour limite 0.

Ainsi, Un ∼
n→+∞

Rp,n .

(b) Soit ε > 0. un ∼ vn, donc il existe p ∈ N tel que ∀k ≥ p,
∣

∣uk − vk

∣

∣ ≤ ε vk.

Un tel p étant fixé, posons Rp,n(u) =
∑+∞

k=p uk k
n et Rp,n(v) =

∑+∞
k=p vk k

n. On a
∣

∣Rp,n(u) − Rp,n(v)
∣

∣ =
∣

∣

∣

∑+∞
k=p(uk − vk) kn

∣

∣

∣
≤
∑+∞

k=p

∣

∣uk − vk

∣

∣ kn ≤ ε
∑+∞

k=p vk k
n = εRp,n(v) ≤ ε Vn.

Par la question précédente, Un ∼
n→+∞

Rp,n(u) et Vn ∼
n→+∞

Rp,n(v), donc il existe n0 tel que

∀n ≥ n0,
∣

∣Rp,n(u) − Un

∣

∣ ≤ εUn et
∣

∣Rp,n(v) − Vn

∣

∣ ≤ ε Vn, ce qui implique

∀n ≥ n0, |Un − Vn| ≤
∣

∣Un − Rp,n(u)
∣

∣+
∣

∣Rp,n(u) −Rp,n(v)
∣

∣ +
∣

∣Rp,n(v) − Vn

∣

∣ ≤ εUn + 2εVn.

D’où 1−2ε
1+ε

Vn ≤ Un ≤ 1+2ε
1−ε

Vn, d’où
Un

Vn
−−−−→
n→∞

1, i.e Un ∼
n→+∞

Vn.
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Remarque: On pouvait raccourcir la rédaction en traitant les questions a et b simultanément.

3. Fonction fn:

(a) sk ≥ 0 et ln(k2sk) = k + (−k + n+ 3
2 ) lnk −−−→

k→+∞
−∞ donc sk = o

(

1

k2

)

et la série à termes

positifs (
∑

sk) converge.

(b) On pose uk = ekk−k−1/2 et vk =

√
2π

k!
. Par la formule de Stirling, uk ∼

k→∞
vk. Les séries à ter-

mes positifs
(

∑

ukk
n
)

k∈N

et
(

∑

vkk
n
)

k∈N

convergent donc d’après 2b, Sn ∼
n→∞

√
2π

∞
∑

k=0

kn

k!
,

d’où An ∼
n→∞

1√
2π

∞
∑

k=0

fn(k).

Deuxième Partie

1. Étude de la fonction Φλ :

(a) Φλ(x) ∼
x→0+

λ lnx , Φλ(x) ∼
x→+∞

−x lnx.

(b) Φλ est indéfiniment dérivable sur ]0,+∞[. Φ′
λ(x) = − lnx + λ

x , fonction strictement décrois-
sante de ]0,+∞[ sur R (car limx→0+ Φ′

λ(x) = +∞ et limx→+∞ Φ′
λ(x) = −∞) et donc il existe

un unique µ ∈ R
∗
+ tel que Φ′

λ(µ) = 0 d’où le tableau de variations :

x 0 µ +∞
Φλ(µ)

Φλ(x) ↗ ↘−∞ −∞

(c) µ = ϕ(λ) est l’unique solution de l’équation x lnx = λ.

La fonction ψ : x 7→ x lnx est de classe C1 sur ]1,+∞[, à dérivée strictement positive donc est
un C1 difféomorphisme de ]1,+∞[ sur son image ]0,+∞[.

ϕ = ψ−1 est donc de classe C1 sur ]0,+∞[.

Preuve de la relation admise:

On forme la différence ∆ = Φλ(µ(1 + x)) − Φλ(µ) − (µ− λ)(x − ln(1 + x)) + µx ln(1 + x).

∆ = −µ(1 + x) lnµ− µ(1 + x) ln(1 + x) + µ(1 + x) + λ lnµ+ λ ln(1 + x) + µ lnµ− µ− λ lnµ−
µx+ µ ln(1 + x) + λx− λ ln(1 + x) + µx ln(1 + x) = −µx lnµ + λx = 0 car λ = µ lnµ.

A noter que cette égalité est vraie non seulement pour x > 0 mais pour x > −1, ce qui sert
dans la question III.1.c.

2. Maximum de la fonction fn:

(a) Pour x > 0, fn(x) = exp[Φn−1
2
(x)] donc fn admet un maximum sur ]0,+∞[ en un unique

point µn = ϕ
(

n− 1
2

)

. fn étant nulle sur ] −∞, 0[, fn(µn) est le maximum de fn sur R.

fn est de classe C1 sur ] −∞, 0[ et ]0,+∞[ , fn(x) ∼
x→0+

xn−1

2 donc f ′n(x) ∼
x→0+

(n − 1
2 )xn−3

2

Si n = 1, fn n’est pas dérivable à droite en 0.

Si n ≥ 2, les dérivées à gauche et à droite en 0 sont nulles, donc fn est C1 sur R.

(b) i. Φ′
λ est strictement décroissante et µn = Φ′ −1

n−1
2

(0).

Φ′
1

2

(1) = 1
2 > 0 et Φ′

1

2

(2) = − ln 2 + 1
4 < 0 donc 1 < µ1 < 2.

Φ′
3
2

(2) = − ln 2 + 3
4 > 0 donc 2 < µ2.

Pour n ≥ 3, Φ′
n−1

2

(n) = − lnn+
n− 1

2

n
= 1 − 1

2n
− lnn < 0 et

Φ′
n−1

2

(
√
n) =

√
n− 1

2
√

n
− ln

√
n > 0 ( car la fonction α : x 7→ x− 1

2x
− lnx est croissante

sur [1,+∞[ et α(1) > 0 donc α(
√
n) > 0) donc

√
n < µn < n.

ii. µn lnµn = n− 1
2 et lnµn > ln

√
n donc µn

n ≤ 1
ln

√
n

donc µn = o(n).

iii. Pour α ∈]0, 1[,
nα

µn
=

nα

n− 1
2

lnµn <
nα

n− 1
2

lnn −−−→
n→∞

0 donc nα = o(µn).
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Troisième Partie

1. Propriétés de la fonction gn:

(a) gn(

√
n

µn
x−

√
n) =

1

fn(µn)
fn

(

µn

(

1 +
1√
n

(

√
n

µn
x−

√
n)

))

=
fn(x)

fn(µn)
.

(b) D’après 2a, le graphe de f est de la forme

µn, n = 1 µn, n ≥ 2

Pour avoir l’allure du graphe de gn, il suffit de pratiquer des homothéties sur les axes de
coordonnées.

gn = 0 sur ] −∞,−√
n], sup[−

√
n,+∞[ gn = gn(0) = 1.

(c) Soit x un réel, et n1 un entier tel que x > −√
n1.

∀n ≥ n1, ln gn(x) = ln fn

(

µn(1 + x√
n
)
)

− ln fn(µn) = Φn− 1

2

(

µn(1 + x√
n
)
)

− Φn−1

2
(µn).

D’après l’égalité admise au II.1,

(∗) ln gn(x) =
(

µn − (n− 1
2
)
)

(

x√
n
− ln(1 + x√

n
)
)

− µn
x√
n

ln(1 + x√
n
) =

(

µn − (n− 1
2
)
)

(

x2

2n
+ o( 1

n
)
)

− µn
x2

n
.

Or
µn

n
−−−→
n→∞

0 donc ln gn(x) −−−→
n→∞

−x
2

2
et par continuité de l’exponentielle, (gn) converge

simplement vers la fonction g définie par g(x) = e−
x
2

2 .

(d) � ∀t > −1, ln(1 + t) ≤ t donc x√
n
− ln(1 + x√

n
) ≥ 0

� µn = o(n) donc ∃n0, ∀n ≥ n0, µn − n
2 + 1

2 ≤ 0

� ∀t > −1, t ln(1 + t) ≥ 0 donc µn
x√
n

ln(1 + x√
n
) ≥ 0

Il en résulte que ∀x > −√
n, ∀n ≥ n0, (µn− n

2 + 1
2)
(

x√
n
− ln(1 + x√

n
)
)

−µn
x√
n

ln(1+ x√
n
) ≤ 0

soit
(

µn − (n− 1
2)
)

(

x√
n
− ln(1 + x√

n
)
)

− µn
x√
n

ln(1 + x√
n
) ≤ −n

2

(

x√
n
− ln(1 + x√

n
)
)

D’après (*), on en déduit : gn(x) ≤ exp
(

−n
2

(

x√
n
− ln(1 + x√

n
)
))

.

2. Une majoration de la fonction gn:

(a) u est de classe C1 sur ] − 1,+∞[\{0} et u′(x) =
2(1 + x) ln(1 + x) − 2x− x2

x3(1 + x)
.

SoitN (x) le numérateur. Un développement limité en 0 donne N (x) ∼
x→0

−x3

3 donc u′(x) −−−→
x→0

−1
3 .

De plus u(x) −−−→
x→0

1
2 , donc en posant u(0) = 1

2 et en utilisant le théorème de dérivation d’un

prolongement, le prolongement obtenu est de classe C1 sur ] − 1,+∞[.

N ′(x) = 2(ln(1+x)−x) ≤ 0 et N (0) = 0 donc u′ ≤ 0 et u décroit sur ]−1,+∞[. u(x) −−−→
x→+∞

0

donc u est positive.

(b) Pour x ≤ −√
n, gn(x) = 0 ≤ exp

(

−x2

4

)

. D’après 1d, gn(x) ≤ exp
(

−x2

2 u(
x√
n
)
)

.

Pour −√
n ≤ x ≤ 0, u décroit donc u( x√

n
) ≥ u(0) = 1

2
, soit gn(x) ≤ exp

(

−x2

4

)

.

Pour x ≥ 0, x√
n
≤ x, donc u( x√

n
) ≥ u(x) donc gn(x) ≤ exp

(

−x2

2
u(x)

)

= exp
(

−1
2
(x− ln(1 + x))

)

.
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Quatrième Partie

1. Intégrabilité de la fonction gn:

gn est continue sur R, nulle sur ]−∞,−√
n[ donc est intégrable sur R−. De plus, x2gn(x) −−−→

x→+∞
0,

donc gn est intégrable sur R.

Pour n ≥ n0, x ≤ 0 ⇒ 0 ≤ gn(x) ≤ e−
x
2

4 qui est intégrable sur ] −∞, 0].

x ≥ 0 ⇒ 0 ≤ gn(x) ≤ exp

(

−1

2
(x− ln(1 + x))

)

= o
x→+∞

(

1

x2 + 1

)

qui est donc intégrable sur

[0,+∞[.

La suite de fonctions positives (gn) converge simplement vers g et est majorée sur R par une fonction
intégrable indépendante de n, donc par le théorème de convergence dominée, In −−−→

n→∞

∫

R
g =

√
2π.

2. Un encadrement de la somme Sn:

fn croît sur [−1, p] donc ∀k ∈ [0, p],

∫ k

k−1

fn(t) dt ≤ fn(k) et ∀k ∈ [0, p− 1], fn(k) ≤
∫ k+1

k

fn(t) dt

donc

∫ p

0

fn(t) dt ≤
p
∑

k=1

fn(k) ≤ fn(p) +

∫ p

0

fn(t) dt.

fn décroît sur [p+1,+∞[ donc ∀k ≥ p+1,

∫ k+1

k

fn(t) dt ≤ fn(k) et ∀k ≥ p+2, fn(k) ≤
∫ k

k−1

fn(t) dt

donc

∫ +∞

p+1

fn(t) dt ≤
+∞
∑

k=p+1

fn(k) ≤ fn(p + 1) +

∫ +∞

p+1

fn(t) dt.

En sommant,

∫ +∞

0

fn(t) dt−
∫ p+1

p

fn(t) dt ≤ Sn ≤
∫ +∞

0

fn(t) dt+fn(p)+fn(p+1)−
∫ p+1

p

fn(t) dt

d’où, en posant I ′n =

∫ +∞

0

fn(t) dt et ∆n = fn(p) + fn(p + 1) +

∫ p+1

p

fn(t) dt, on obtient

I ′n − ∆n ≤ Sn ≤ I ′n + ∆n

D’après III.1.a, I ′n = fn(µn)

∫ +∞

0

gn

(√
n

µn
t−

√
n

)

dt = fn(µn)
µn√
n

∫ +∞

−
√

n

gn(x) dx

d’où I ′n = Kn In en posant Kn =
µn fn(µn)√

n
.

fn(µn) étant le maximum de la fonction fn, on a ∆n ≤ 3fn(µn). On pose εn =
∆n

Kn
de sorte que

0 ≤ εn ≤ 3
√
n

µn
, et d’après II.2.b.iii, εn −−−→

n→∞
0.

Finalement, Kn(In − εn) ≤ Sn ≤ Kn(In + εn).

3. Un équivalent du réel Bn:

D’après la question précédente,
Sn

Kn
−−−→
n→∞

√
2π. La partie I nous apprend que An ∼

n→∞

Sn√
2π

et

Bn =
An

e
, donc Bn ∼

n→∞

Kn

e
.

Finalement, Bn ∼
n→∞

µn fn(µn)

e
√
n

.
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