IMines PC 04 — Maths 2

Partiel —

1 Soitf(x) = x*t (x-1)k ; T est définie et continue (donc continue par morceaux) sur ]0, 1], telle que
CF(X)I0 o X**; or x — x** est continue, positive sur ]0, 1], et intégrable car 1-a< 1 (régle de
Riemann) . On peut appliquer larégle des équivalents: f est intégrable sur ]0, 1].

Pour calculer 14y, on effectue une intégration par parU&e mais sur lesegment [b, 1],0<b<1en
posant u(x) = (x- 1) v (x) x*1, soit U’ (x) = k(x- 1) (ce qui nécessitek = 1) et v(x) = x¥a (par

Dl 1
exemple). On obtient : Ixa‘l(x ~Dkdx = %‘;(x -0 K Ixa(x -1)*dx ; lafonction
b oa 0, 2%
X - x""(x-l)"'l est intégrable sur [0, 1] car elle est continue sur le segment. La 2° intégrale admet donc

une limite lorsque b tend vers 0, ce qui donne: Iy = - g la+1 k19 k> 0etlyo=1/a On applique de

nouveau laformule ala g k-1 (Possible car at+1 > 0, et tant que k-1 = 0), ce qui donne::
“k(k+D)..(D) | (-D)*k!

a(@a+1)..(a+k -1 % a@+1)..(a+k)

1 g
2 Danslecasparticuliera=k =n (a> o);Iun(x)dx - |n+1’n:%

ak—

; on multipliepar n! au

(=D" (n))°

numérateur et au dénominateur : I, = —————={(-1)" 1
n(2n)! nC3,
3 Lepolynéme u,est de degré 2n, donc d°(P,) =2n-n=n.
Deplus: uy(x) = X2 + Q(X) : d°(Q) < 2n, ce qui entraine, en dérivant nfois:
u"(x) = 2n(2n-2)...(n+1) X" + Q(x) : le coefficient dominant de P, est
2n(2n-1)...(n+1
dn = ( n)' ( ) = an

n n |
4 1° méthode: un(X) = ZC',‘](—l)""‘x”+k - on dérive nfois: u"V(x) = ZCﬁ(—l)"_kak soit
= !

n— k(n+k)
kin!

Kn
—Cn+k

2° méthode : on utilise laformule de Leibnitz, ce qui est possible puisque les fonctions sont

polynémiales, donc n fois dérivables :

Pu(x) = zck( 1)

n(n) — an n\(K) _ln(n_) 4 ! nkl! _1k
un"(x) kzon(x) (x-2m) >l (_k), (<D

Ainsi Py(x) = i " T!k)'x ‘k%(x—l)" ou encore Py(X) = Z}(Cﬁ)z X" (=D (x —D)k

5 Sachant que Ie poI yndme P,, est de degré n, on peut alors obtenir son coefficient dominant avec la 2°

expression ; le mondme de degré n de X (x-1) est x". Ainsi : dy, = Z (C") on| Remarque :
k=0

VOuS pouvez aussi démontrer cette égalité de maniére combinatoire en déterminant les différentes

maniéres de choisir un ensemble de n éléments dans un ensemble de 2n é éments (partitionné en deux

ensembles de cardinal n chacun).




Partiell —

6 Lafonctiont — f(t) = t&1/(1+tb) est définie sur ]0, 1], continue, positive, telle que f(t) =g O( 1/t1'a) ; or
lafonctiont — 1/t“?est continue sur 10, 1], positive et intégrable sur ]0, 1] car 1-a< 1 (regle de
Riemann). On peut alors appliquer larégle de domination : f est intégrable sur ]0, 1] et J(a, b) existe.

+00 +oo
7 Remarqueprdliminaire: Ot 0[O0, 1[ ﬁ: Y (-)*t** donc f(t) = Z(—l)"t"b""’“l sur [0, 1[ ; on
+ k=0 k=0

pose fi(t) = (-1)" Tl I guestion consiste en fait a permuter série et intégrale.
On peut dé§jaremarquer que fy est intégrable sur ]0, 1] car 1-a—kb <1
1 1
Probléme : la série de terme général u, = [ If\ (t)]dt = i taIkogt = %kb N’ est pas convergente (Une
a
0 0

a1+kb at+kb

primitivedet - t estt - t% " /(atkb), de limite O en 0) . On ne peut donc pas utiliser le

n+l
1-(-tP n
théoréme habituel. Que faire ? un calcul direct. Soitn>0; 0t [0, 1[ % =5 (=Dt
+ k=0

n+l
—tP n
soit f(t) = (1 ) 21+ Z fi (t) ; commef et lesfonctions fy sont intégrables sur ]0, 1, lafonction
+ k=0

tb
b n+l
(_t ) a-1 n+1ltb(n+l)+a_1 A (_1)k
t - t% I'est également ; d'ou J(ab) = (-1 - dt+
1+t° < (k)= 1) !; 1+tP kzzoa+kb
| ————

:|n

0t 070, 1[ 0 < t*™D*L(14¢%) < 2MD*&L ot |afonction t — tX™** est continue sur [0, 1] (n > 0)

donc intégrable. On en déduit: 0< |, < 1 . On applique aors le théoréeme d’ encadrement :
b(n+1) +a

+0 /1 n\k
lim 1, =0, cequi permet d' écrire que ( Z(—l)k/(a+kb)) converge et |J(a,b) = z D
n - +oo k=0 a+ kb

1

8 Enparticulierpourazletb:S:S:J' dt
0

1+t3

décomposer la fraction en ééments simples.

a Lapartieentiére delafraction est nulle (car le degré du numérateur est strictement inférieur a
celui du dénominateur) ; deplus 1 + £ apour racine évidente -1; en effectuant ladivision
euclidienne de 1+t3 par 1+t: 1+ = (1+t) (t2 —-t+1), P —t+1 napasderacinesreelles(A=-3

_a bt+c
241 t+1 tP-t+1
pour trouver b et ¢, on peut multiplier par t? —t +1 et calculer lavaleur en uneracine (complexe)
det?—t+1; autre possibilité : on multiplie par t et on calculelalimiteen +o : 0=a+b:b=-
1 -t+2
= +
341 t+1 t?-t+1
b On cherche ensuite une primitive, le probleme se situant dans la 2° fraction. Pour cela, on écrit e

Il reste acalculer cette intégrale. Méhode :

<0); ansi ; on multiplie par t+1 et on calcule lavaleuren—-1: a=1/3;

1/3; enfinoncalculelavaeuren0:1=a+c:c=2/3. Conclusion:

numérateur de 5 comme combinaison linéairedeu et U, avec u = t? —t + 1L,u=2t-1.

t°-t+1
Ains :-t+2= _—1(2t—1)+§ et _Ttv2 __1u +§1 Lor u= (t-1/2)% + Yaet
2 2 t’-t+1 2u 2u
dt 1

==—Arctan Lt D. Conséguence :
Itz +a? a gH




J.tz_i-:ildt = —%ln‘tz -t +1‘ +§£Arctan ((Zt _1)\/5) (iCi, a2 — :,/4) et

23
= %En(lﬂ) —%In‘t2 -t +ﬂ +2%Arctan((2t —1)\/5_3)51 ; or Arctan(1/V3) = 176 ce qui donne :
| _—| n(2) +i

9 Ox0O ]-1, 1] l-a<l-ax<1+ax,donclafonction ¢,est définie, continue (donc continue par
morceaux) et positive sur ]-1, 1] ;

20( —— ) (car 1—x = (1-x)(1+x)

(1-a )f x99 =2 g
et 1-x [, 2); orlafonctionx — (1+x) Z est définie, positive sur ]-1, O], et y est intégrable car
% < 1 (regle de Riemann) ; on peut alors appliquer laregle de domination :

¢, estintégrable sur ]-1, Q].

a auvoisinagede—1: ¢4(x) O

b Deméme, au voisinage de 1, ¢(x) O ); Or X — (1—x)'” 2

1
)\/_\/]_T a( ) -1 ( (1—X)l/2
est définie, positive sur [0, 1] et y est mtegrable car 2< 1 (regle de Riemann) ; on peut alors
appliquer laregle de domination : ¢, est intégrable sur [0, 1].
Conclusion : ¢, est intégrable sur ]-1, 1].
10 De nouveay, il s agit d’ effectuer une permutation série-intégrale, avec les mémes problémes que

_ n+l n
@) Y (ax)¥, ce qui entraine:

k=0

précédemment. Puisque Jall<1:[Ox O0]-1, 1] ax # 1l et

n Xk Xn+1 1
da(x) = Y &' ——+a"™
D=2 5 e i

OkON x -

> est intégrable sur ]-1, 1 car elle est y définie, continue, et vérifie, comme ¢, :
1-x

dominée par x ﬁﬁ au voisinage de 1 et dominée par x ﬁﬁ au voisinage de—1. On
-X +X
x™
(1-ax) y1-x?
1

n+l

1 k
Ak [ —dx+am [ !
I<ZO :[1\/1—x2 ‘_[1(1“"‘X)\/1—x2
=|n

en déduit alors que laderniere fonction de I’ égalité: x —

est également intégrable

dx Or:

sur]-1, 1[. Cequi donne: K(a) =

k

X
\/1—x2

nulle. Dans la somme précédente, il ne reste plus que lestermes d’indicesk pair.

a S kestimpair,lafonctionx — est intégrable sur ]-1, 1 , et impaire ; son intégrale est

b Ox0O]-1,1] l-a<l-ax<l+aet [X"® 1, cequi entraine (car X —

! est intégrable sur
1-x?

1
]-1, 1; ¢’ est un cas particulier du cas général vu précédemment) Ol , O < % I . Puisque
l

1

=) : lasuite(l,) est bornée.



k
Puisque[lal]<1,Iawite(a”+lln)apourlimiteO;Iasériedetermegénéral akJ' o converge et
—1\]1—X2
+00 k1 k +00 2I<l
K(a) = a dx et findlement : |[K(a) =) a
k; :[11—x2 kZO Jll—x

k pair
11 On utilisele résultat suivant du cours : pour tout réel b et x (]-1, 1] :
(1-x)° _1+Z b(b-1)...b—-n +1)
=] n!
On I’ applique pour b = - -1/2 et X2 0]-1, 1[,iex O]-1; 1] (lerayon de convergence reste 1) :
01 30 2n-0

1 gB‘z% AH 2f
V1-x? n= n!
dénominateur par le produit destermes pairsde2 a2n:
1, & 12..(2n)
_ =1+ .
1-x? n=1 2 (2-4---(2 ))n!
< (Zn)! 2n
\/_ “ Z22”(n!)2
+o0 (2n)
OaO]-1 1 K(a)= rr+z22n o "

12 Si les sommes de deux séries entiéres sont égales sur un intervalle ]-a, a[, avec a> 0, alorsleurs
coefficients sont égaux. Comme la question 10 a donné un développement en série entiere de la

(2n)! _ an
22I’1 (n |)2 22I’1

. Lerayon de convergence de cette série entiere est égal a 1.

Ox O7]-1, 1] (x2)" ; on multiplie numérateur et

OxO]-1, 1 (x?)" Danslestermes pairs du dénominateur on

factorisepar 2: Ox 0O]-1, 1] Et

fonctionK : OnON |, =

Partielll -
13 Onreprend le calcul delaquestion 11 (en laissant x) O x [ ]-1, 1] L—1+J§ﬂx” etle
T J1-x £ 22"(n1)?
rayon de convergence delasérieest égal al. Auvudel’ expression: a, = 272
14 Lafonction g est définie et de classe C™ sur -1, 1] ;

OxO]-L, 1 gx) =

1 : 0 10 2N-312 (A b N it -
+arcsin(x).(—2x).r——r(1 —x dérivée d’ un produit) soit :
e (x)-( )H-ZH( ) T« p )

1 L+ X
-x? 1-x?
différentielle: (1-x) y' = 1+xy|
15 Lafonction g est produit de deux fonctions dével oppables en série entiére sur ]-1, 1], donc est

développable en série entiére sur ]-1, 1] (au moins). Soit g(x) = Z b,x" ce développement en série
n=0
entiére. Puisque R > 1, lafonction g est de classe C” sur ]-1, 1] (d&a connu), les séries dérivées

+o00

successives ont pour rayon 1 (aumoins) et O x [0 ]-1, 1] g'(x) = Z nbnx”‘1 . On reporte dans

OxO]-L, 1 g(x) = g(x) . Lafonction g est donc solution sur ]-1, 1] de |’ équation

n=1
+00 +00 +00
I"équation différentielle: O x O]-1, 1] Z nb,x"™ - Z nb, x"" =1+ Z b,x"" Danslal°® somme,
n=1 n=1 n=0

on prend pour nouvel indicen’ tel quen’+1 = n-1, ce qui donne:

4



16
17

18

+00 +00 +00
OxO1-1. 1 + n+l _ n+l _ + n+l
1-1, 1] n:Zl(n 2)b, ., nZlnbnx 1 nZobnx
Si les sommes de deux séries sont égales sur un intervale]-d, d[, d > 0, alors elles sont égales ; en
particulier leurs coefficients sont égaux , ce qui donne::
a Coefficient constant: b; =1
b Coefficientdex:2b,=0

+
c Coefficient dex™*, n>1: (n+2)bn+2 — Nb, = b, ou encore : by = rr: 1

bn.

Puisque & = 0, on montre par une récurrence immeédiate : [ p =1 by, = 0. Pour les coefficients

d'indiceimpair : b1 = 2p bop-1 qu’ on remplace par savaleur en fonction de by, 3 €t ains de

2p+ 1
o 2p 2p-2
suite : by = = bl ; on multiplie numérateur et dénominateur par les entiers pairs de 2
2p+12p-1"3
(2°ph?
a 2p, et on factorise ensuite 2 dans chagque terme pair du numerateur : b1 = 2D Leseul
22p
terme inconnu est by = g(0) = 0. Conclusion: O x [0]-1, 1] g(x) = Z 2 (fl))l x?P*1 - on posealorsp
p=0
+00 22n(n ) o +00 2I’1—1 2 1
=n-1, cequi donne: Ox 0]-1, 1] g(x — 7 __x“"" soit |g(x n-
q - [@J()Z14 Crm—Y g()i
Quel est le rayon de convergence de cette série entiere ?
& s x =0, lasérie converge.
a six#0 aorsp=0by X =y # 0 et Dup/uy0= 2221)(2 ~ x2.0On peut appliquer
p p— 4o

le critére de d’ Alembert.
# s [X[K 1, lasérie converge absolument.
& s [X[1> 1, lasériediverge grossierement.
Conclusion: R=1.
Cequi adgaétéfait alaqguestion 15.

Pour x = W2 0]-1, 1 g(l/\/2)=Z:\/§§L+gl 424 1,246 1 O onmet 1x enfacteur),
32 3522 35723 B

. /4 LA

oit G = x/_et ==

/2 2

On compare h(x) avec g'(x) caculéa Iaquestion 14
2

Ox 0]-1, 1[ h(x) = -

1-x2

Eg (X)- ZH =g'(x) -1
Puisque g est la somme d’ une série entlere derayon R = 1, (cf question 15)

Ox0]-1, 1 g’(x)zg 2 (n))’

—————(2n-1)x*"? ; pour n=1, leterme est 1, ce qui donne::
&= 4n°(2n-1)!

+00 2n | 2
h(x) = ZZZL(ZH—DXZWZ . On effectue aors le changement de variablen’ = n-1, ce qui
&= 4n“(2n-1)!
+00 22n+2(n+1)2(n!)2 +00 22I’1(n ) 5 5
donne: O x O]-1, 1] h(x) = x2" Et|B, =271
A= 2 L @n e "2 e b



19 Pourx =% 0]-L 1] h(U2)= § L 1,1 Wo o 5 : _1,2m3)
ZC 3 2(3/4 ZC), 3 27
+o00 1 T[\/é
9(V/2) = —=——
n=1nCZn 9
PartielV -
20 On utilise directement le résultat du cours :
A ey g _ _ (ca)(za-J..(ca-n+]) _
OtO]-1,1 (1+1) —Zdnt avecdyg=1et d,= - pourn=1(R=1)
n=0 '
doncOtO]-1,1 fu(t)= zcn(a)t”,avecco=let ca(@) = dn(-1)" = a(a+1)“r'](?+ n-J) ,n=>1
n=0 :
(R=1). Puisquea > 0, c,(a) > 0.
21 Lafonctiont — (1':(30( est continue sur [0, 1] , dominée au voisinagede 1 part — -0 (car F

22

est continue en 1, donc bornée au voisinagede 1) ; commet — est intégrable sur [0, 1] car

a

F(t)
(1-1)°

o< 1 (regle de Riemann), on peut appliquer laregle de domination : lafonctiont —

intégrable sur [0, 1 et I'intégrale 1, existe.

On utilise le développement en sérieentieredelaquestion 20: Ot O [0, 1] fu(t) = z c,(o)t", et
n=0
otofo, 1 (1':(30( = z ¢, (0)F(t)t* L’idéal serait de pouvoir permuter série et intégrale. Pour le
- k=0

1
théoréme le plus général, il faudrait montrer la convergence delasérie ( z c (a) J’ F(t)t*dt) , ce qui
0

parait délicat (dans la pratique, a cause du terme ca), dont il est difficile d' obtenir un équivalent. On
pense alors alaremarque de |’ énonce dans la question 20 : les coefficients ¢ (a) sont positifs. L’ idée
est d utiliser le théoréme de permutation pour une série de fonctions positives. Mais F est-elle positive
sur [0, 1] ? pastoujours! Que faire ? VVous rappeler vos souvenirs de 1° année : si F est une fonction a
vaeursrédles, F(t) = F'(t) — F(t), avec F'(t) = max(0, f(t)) = 0 et F(t) = max(0, -f(t)) = 0. Lorsque
F est continue sur [0, 1], F* et F le sont également. Conclusion : il suffit de montrer le résultat pour
une fonction F avaleurs positives, ce qu’ on suppose dorénavant.

On poseains : ug(t) = c(a) F(t) t“. Lesfonctions Uy sont :

a Continues sur [0, 1] (donc continue par morceaux), positives

b Elles sont intégrables sur le segment [0, 1] car continues.

F(t)

a H

c (Zfy) converge simplement sur [0, 1] verslafonctiont — continue sur [0, 1]

On utilise alors le théoreme de permutation série-intégrale pour les séries atermes positifs : lasérie

1
(> e (O()_[F(t)tkdt) converge s et seulement si lafonctiont — (1':_(30
0

est intégrable sur [0, 1], ce

1 +00 1
qui est le cas, et dans ce cas: I%dt = Z Ck(O()J'F(t)t"dt, ce qui est bien le résultat demandé.
o\ k=0 0



23 Onsuit lesindications de I’ énoncé : F est continue sur [0, 1] (car n= 1), a =% []0, 1] donc la
formule s applique. Ici, c(a) = %g .(2n2 Hi . Comme auparavant, on multiplie numérateur et
n!

dénominateur par lesentierspairsde2 a2n: ¢ (a) = L (En) % et
nl2<"nt 27"

D tn+k+1/2 Dl 1
IF(t)t dt = It””( Vgt = . En appliquant laformule, on obtient ainsi :
[p+k+1/2[b n+k+1/2

f +Z°°c2k 1
f\/ k022kn+k+1/2

Ontravaille sur t(1-t) =t — t? gu’ on essaie de mettre sous laforme a— b( )2 (pour retrouver une

expression delaforme 1 —cos’(u) : t—t?=-(t-1/2)* + Ya= %E— (2t —1)25. Commet O [0, 1],

Probleme : calculer cette intégrale (intégrale dite abélienne).

2t-1 00 [-1, 1] ; on peut donc poser 2t-1 = cos(u), u [ [0, 1] (et donc u = arccos(2t-1)). On effectue
alors le changement de variable (de classe Cl) . t = (1+cos(u))/2, (possible car I’ application: u — test
une bijection de classe ct de]0, Tﬂ sur [0, 1] ) cequi donne:

1 0 [h(l"‘COS(U)) 07 1
I\/_ dt = I 2 DE_Sn(U)EdU Or sur I'intervalle, sin(u) > 0:
o Vi T E —|sin(u)| %
t" d2cos?(u/2)" 0
[ [t f E—E"“

Remarque: j'al poset —t?= a- cosz(u))/4 et non (1-s nz(u))/4 car il est plus facile de transformer
1+cos(u) que 1+sin(u)...
On effectue alors le changement de variable affine (donc de classe Cl) t = u/2, ce qui donne

/2

lg= 2 I cos?(t)dt =J,: uneintégrale de Wallis!
0

On effectue alors une intégration par parties (n > 0) en posant u(t) = coszn'l(t), V' (t) = cos(t), soit
u'(t) =-(2n-1) coszn'z(t) sin(t), v(t) = sin(t) (par exemple). u et v étant de classe Clsurle segment :
/2

= ZB:oszn‘l(t)sn(t)EE +2(2n 1)J' sin?(t) cos®2(t)dt soit 2nJ, = (2n-1) J.q; deplusp =Tt

0 —l—cosz(t)
2n 12n-3 1 _ (2n)!

On obtient J, =4 > >
2n 2n-2"2" 2" (n)

Tt (simplification dgafaite dans les questions

précédentes).

. . 1, =k 1
En remplacant dans I’ égalité obtenue au début de laquestion : |C]. ==22" 2K
plag ég g o= kZOZZ“ Y

1 n
2° méthode de calcul del’intégrale . on peut également écrire I \/_\t/_ dt = I 1 / dt et poser

1 n +o0 2n
) t u .
|e changement de variables u = ce qui donne: =2 [ ————du puisun 2°
J \/1 g I\/—\/_ I 1+u?)" P
1 tn /2 tan2n (‘8)

w2
changement de variable 9 = Arctan(u) et d9=2 [ sin®(9)d9
[~ @ g

+tan (_8))n+1
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