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A Premiére partie
On ne le rappelera pas mais on ne cherche que les solutions définies sur R.

A1) Si f estnulle et si « = 0, I’équation différentielle devient: y” = 0.
Ceci donne: y(x) = ax + b, mais y(0) = 0, donc b = 0 et y(7r) = 0 qui donne a = 0.
Sp ne contient donc que la fonction nulle.

A.2)) Dans cette question, f est nulle.

A.2.a) Sia = w?, les solutions sont de la forme: y(x) = A sin wx + B cos wx, qui vérifient bien str
les conditions données.

- Siw e N*, y(0) = y(7r) = 0 donne B = 0 et donc Sy = Vect(x — sin wx) qui convient.
- Siw ¢ N* y(0) = y(7r) = 0 donne A = B = 0 et donc Sy ne contient donc que la fonction

nulle.

A.2.b.) Sia = —a? les solutions sont de la forme: y(x) = A sh wx + Bch wx.
y(0) = y(7) = 0 donne B = 0 puis A = 0 et donc Sy ne contient donc que la fonction nulle.

A.3) Ici, « = 0.

A3.a) Sif(x) = cosnx, 'équation devient: y’ = cosnx,

1
dont les solutions sont: y(x) = —— cosnx +ax +b.
n
(0) =0donne b = 1 et y(7r) = 0 donne facilement a = -t
Y& = = 2 Sty = =

(-1)"—1_ 1

On a donc une solution unique: Sp = {x — —— cosnx + x+ 2} qui convient.
n

n? 7T n?
A3.b) Si f(x) = sinnx, 'équation devient: y” = sinnx,
: 1 .
dont les solutions sont: y(x) = —— sinnx +ax +b.
n
y(0) =0donne b =0, et y(7r) = 0 donne a = 0.

On a donc une solution unique: Sy = {x — ——; sinnx} qui convient aussi dans ce cas.

n?
A4) Ici,« = 0.

A.4.a) Lasolution générale de I'équation homogene associée est bien: x +— ax + b.
Il suffit d’avoir une soltion particuliere de (Ey).

Vérifions que x — F(x) = /Ox </Ouf(t)dt) du convient.
On calcule F/(x) = /O f(H)dtet F'(x) = f(x).

X u
Onadoncbien:S:{P:xH/ </ f(t)dt)du+ax+b
o \Jo

tion différentielle et les conditions posées.
A.4.b.) F(0) =0donneb = 0.

F(m) =0donnea = —71T/07T </Ouf(t)dt> du.

Finalement, il y a bien une solution unique F; donnée par:
X u 7T u

F :xH/ (/ f(t)dt> du — (1/ </ f(t)dt) du> .
0 \Jo 7 Jo 0
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A.5.) On étudie maintenant I'application ¢.

A.5.a.)

A.5.b.)

A.5.c.)

Tout d’abord, si f est continue sur R, il en est de méme de F; qui est méme de classe C 2 comme
solution de (Ejp).

Il reste a montrer que @ est linéaire. Cela va en fait reposer sur la linéarité de 'intégration.
Soit A,u € Ret f,g € C°(RR), x € R,

X u 1 7T u
o0 s 1) = [ ([ Of+ugoa)du— (1 [ [(0r +upar) au)x
X u X u 1 7T u
-2 (] tdt>d /(/ tdt>d —)\(/ </ tdt)d>
([ rwar)aun [T [Cswar)au-a (L [7( [ o) au) x
1 7T u
—u|—= t)dt | d

i (5 7 ([ swat) au) «
= (Ae(f) +re(®) ).
@ est bien un endomorphisme de C°(R,R).
Pour l'injectivité, on cherche le noyau de ¢.
Mais, si @(f) est nulle, sa dérivée seconde l’est aussi, et dong, f est nulle, ¢ est bien injective.
Par contre, ¢ n’est pas surjective car ¢(f) est toujours de classe C? au moins...

On est en dimension infinie, et on cherche les éléments propres de ¢ par ¢(f) = A f.
On sait déja que A # 0 car ¢ est injective, 0 n’est pas valeur propre.

1
En dérivant deux fois ¢(f) = A f, on obtient: f = A f”, qu’on réecrit " — Xf =0.

1
De plus, f doit vérifier f(0) = f(7r) = 0. On se retrouve dans la question A.2, avec o = -3

1
- SiA <0, onposew = ”_X' d’ou: f(x) = Ksinwx si w € N*, et f(x) = 0 sinon.
1
- SiA >0, onpose w = \/;, d’ou: f est nulle.

. 1 ¥
Finalement, les seules valeurs propres sont de la forme —— avec n € N¥, les sous-espaces
n

propres associés étant Vect(x — sin nx), la réciproque n’étant qu'une vérification élémentaire.

B Deuxiéme partie

B.1.) Développement de p en série de Fourier.

B.1.a.)

B.1.b.)

p est clairement paire, 277-périodique, continue sur R, de classe C 1 par morceaux car sur les
intervalles [2k7r,2(k + 1) 7], sa restriction est de classe C* donc de classe C!. (k € Z)

L'étude sur [0,277] est évidente, la périodicité donne le reste. On se contente donc de tracer le
graphe sans faire de tableau de variation.
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On a ici divisé I'échelle par 2 par papport a ce qui est demandé. Les dimensions peuvent étre légérement
différentes selon votre imprimante ou son driver. Par ailleurs, si le graphe s’imprime mal, essayez
« gsview ».

B.1.c.) p est 27r-périodique, continue sur R, de classe C! par morceaux sur R, donc, par application
du théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de p converge et est de somme p.

B.1.d.) Compte tenu que p est paire: Vn € N*, b, = 0.
On tient ensuite compte de la parité et de la périodicité pour le calcul des a,,.

ag = */ dx——/ sm dx—;[—2cos<;)};r:7zr

On travaille maintenant pour n € N*
—/ ) cos(nx)dx = 2 /ﬁ sin (E) cos(nx)dx
7 Jo 2
——/ sin ((n+3)x) +sin ((—n+3) x) dx

7T

_1 - a4l
= n—l—%cos((n+ 3) X )+_n+%cos(( n+2)x)]O
L O P
Ca\n+l on-1) o man?-1

47 cosnx
Ce qui nous donne bien: Vx € R, p(x z T

B.2.) Utilisation de la formule de Parseval

B.2.a.) La fonction g étant réelle, continue sur R et 277-périodique, elle vérifie la formule de Parseval :
1

1 a+-2m 5 _ ) 14.00 ) b )
gz ), S =g Y (we) +ue)?).

B.2.b.) La fonction p vérifie ces mémes hypotheses et :
27

/Ozn p?(x) cos(nx)dx = /027T sin® <E> dx = ;/02” 1 —cos(x)dx = %[x — sin(x)} =7

0
, 1 4 81 1
On obtient donc: 5= ; 2 Z 41127_1)

On multiplie cette égalité par 7 et on obtient: E + — 4y #
P gaepat s ' n 2 @ 1)

:1

C Troisiéme partie

C.1.) Cette équation différentielle est linéaire, du second ordre, a coefficients constants, sans second
membre. L’espace vectoriel des solutions sur R est engendré par sin et cos.

Ce qui donne: § = {x — acos(x) + bsin(x) |a,b € R}.

C.2)) Une solution particuliere de (E1).

C.2.a) h(x /f )sin(x — t)dt = /f (sinxcost — cosxsint)dt

=sinx / f(t)costdt —cosx / f(t)sintdt, par simple linéarité des intégrales.
0 0

Ceci est vrai pour tout x réel, en particulier Vx € [0, 7].

C.2.b.) f est continue et donc } est de classe C!. La derniere formule permet de dériver h de fagon
élémentaire.

X X
W' (x) :cosx/ f(t)costdt+sinxf(x)cosx—I—sinx/ f(t)sintdt — cosx f(x)sinx
0 0
X X
:cosx/ f(t)costdt+sinx/ f(t)sintdt
Jo 0
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Cette derniére formule, toujours en utilisant la continuité de f nous donne la classe C! de 1/,
et donc la classe C? de h. On dérive donc de nouveau:

X X
h'(x) = —sinx/ f(t)costdt+ f(x) coszx—l—cosx/ f(t)sintdt + f(x)sin®x
0 0
Et finalement: K’ (x) = —h(x) + f(x).
C.2.c.) W —h = f, et donc: h est bien une solution particuliere de (E;)!

C.3.) Lasolution générale de (E;) est la somme de la solution générale de 1’équation homogene associée
et d’une solution particuliére.

Cequidonne: § = {x +— acos(x) + bsin(x) + /Oxf(t) sin(x — )

ab e R}.
C.4.) Résolution avec h(x) = |sinx|.

C.4.a) Enécrivant p(2x) a partir du développement en série de Fourier de p, on obtient:

4 iy 2
Vx €R, |[sinx|= Z ZZ? _mlc

C.4.b.) On calcule l’intégrale demandee :
X X
/ cos2ntsin(x — t)dt = % / sin(x —t + 2nt) + sin(x — t — 2nt)dt
0 0
X
= ;/ sin(x + (2n — 1)t) + sin(x — (2n + 1)¢)dt
0
1 [_ cos(x+ (2n —1)t) N cos(x — (2n + 1)t)]x
0

2 2n—1 2n+1
B 1 _ cos 2nx COS X cos 2nx _cosx \ _ cos 2nx COS X
2 2n—1 2n—1 2n+1 2n+1)  4n2—-1 4n2-1

COS X — CcoSs2nx

4n2 —1
Ceci est bien entendu valable Vx € R et Vnn € N.

C.4.c.) On reprend la formule de définition de h:

X X
:/ F(t) sin(x — H)dt :/ | sin | sin(x — £)dt
0 0
x (2 41 cos2nt
:/0 (n - = Z 4712_1> sin(x — t)dt

On permute ici « librement » la série et 1'intégrale :

4 1> X cos 2nx

h(x) = 721/0 sin(x —t)dt — — z < ; 4712_1sin(x—t)dt‘>

(1—cosx L4 4 +Z""cosan cc;sx

Egalité vraie, bien entendu, Vx e R
2 47 1 U
C.4.d.) On avait: — + z m =T

E ltipliant x btient: — 2 cos x + § _—cosx 7 cosx
n multaplian ar — COoS x, on optient: —— COS — ———= — —— COS X.
P P U U 2 4n? —1)? 4

2 4 too 2
Ce qui donne: i(x) = = — T osx+ = S L”xz'

T 4 =1 (4712 - 1)
Egalité vraie, bien entendu, Vx € R.

C.4.e.) Pour h(0) et h(7), le plus simple est de repredre la formule du départ:
0
1(0) = / | sin | sin(—t)dt = 0.
0

7T T T
h(m) = / | sint|sin(7 — t)dt = / sin2tdt = 5
0 0
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C.4.f) S adéjaété déterminé: S = {x — acos(x) +bsin(x) + h(x)|a,b € R}.

Pour &y, on annule la valeur en 0 et en 77. Ce qui donne:
0=a+h(0) =aet,

0=—a+ g = g, ce qui est impossible.

On en déduit que & est vide.

D Quatrieme partie

Cette équation différentielle est linéaire du second ordre sans second membre. L’ensemble des solutions
sur R’ est un espace vectoriel de dimension deux.

D.1.) Pour x > 0, on pose: y(x) = z(In x).

On calcule: i/ (x) = %z’(ln x),et:y’(x) = —% Z(Inx) + %z”(lnx).
D.2.) On remplace dans I’équation différentielle (F),

cequidonne: —z'(Inx)+z"(Inx)+ 2z (Inx) +z(Inx) = 0.

Ouencore: z’(Inx)+ z(Inx) = 0.

Et donc: y solution de (F) sur R < zestsolutionde z”"+z=0 surR.

D.3.) Onadonc: z(t) = acost+ bsint, qui fournit:
y(x) = acos(Inx) + bsin(In x) comme solution générale de (F) sur R* , aveca,b € R.

D.4.) Compte tenu des conditions initiales, 'équation différentielle a une solution unique sur R .
y(1) = 0donne a = 0.
b
Alors, y'(x) = po cos(Inx) et: /(1) =1 donne: b = 1.

La solution unique cherchée est donc x — sin(Inx) avecx € R¥.
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