Exercice 1.

Al

A2.a.

A2.Db.

A3.c.

B.1.a.

On a

i (i) oo ) (o) ()

et > (up+1—uy) est donc une série absolument convergente. Les sommes partielles de cette série
formant la suite (u, —u1), la suite (u,) est donc convergente.

h, est dérivable sur RT* avec
1 —xIn(t)

/!
Vit >0, hy(t) = prs

On en déduit le tableau de variation suivant
t 0 el/® +00

he(t)| N, 0

hy est décroissante sur [e, +o00[ et donc sur [3, 4+o0o[. Ainsi,

| 1
Vn >3, Vt € [n,n+1], n(t) < n(n)
t n
1 1
VYn >4, Vt € [n—1,n], nin)éntt)

En intégrant ces inégalités respectivement sur [n,n + 1] et [n — 1,n], on obtient les inégalités
demandées.

En particulier, on a (en sommant)

Bln(t)Z]:z/;mit)dtg Y lnl({;k)

k=3

Le minorant étant de limite infinie, > % diverge (la suite des sommes partielles tend vers
+00).

Remarque : plus simplement, on a m(") > 1

qui donne aussi la divergence.

Par ailleurs, (—1)"ln(") est le terme general d’une suite alternée qui, en module, décroit a partir
du rang 3 et qui est de limite nulle (croissances comparées). Par regle spéciale, c’est le terme
général d’une série convergente.

On a
= 2D (a4 1)) - (m)?)

Par ailleurs, la seconde inégalité de la question 2.b donne (en explicitant l'intégrale comme on
’a fait plus haut en changeant n en n + 1 avec donc n > 3)

Gn+1 —

In(n+ 1)

Vn > 3,
n+1

((In(n +1))* ~ (In(n))*) >

N =

On obtient donc
Vn >3, apt1 —an <0

et la suite (a,) décroit a partir du rang 3.



B.1.b. En utilisant cette fois la premiere inégalité de A.2.b (et en sommant), on a

In(2) <~ In(k) _ In(2) " n(t) In(2) " In(t)
=y 2 /3 T G /3 dt

2 k 2 t 2 t

et donc )
Vn>3 a4, > ln;2) B (1n(23))

La suite (a,) est donc minorée. Etant décroissante, elle converge.

B.2. On découpe S99, en deux parties contenant respectivement les indices pairs et impairs.

" In(2k) = In(2k +1)
Son = -y =T
2 ; 2k kzzo 2% + 1

Dans la seconde somme, on ajoute les termes pairs :

n

n(2k) SAIn(k) <= In(2k) <~ In(2) + In(k
=3 ék)_z ]i)JrZ ( ):Z () +In(k) _,
k=1 k=1 k=1 k=1

En scindant la premiere somme, on a donc

1
SQn = tn — t2n + 111(2) %
k=1
B.3. On fait intervenir les suites u, et a, :
1 2 In(2n))?
Son = (tn + In(n)) In(2) + an + (‘1(2")) — agn — (n(z”))

En écrivant que

(In(2n))* _ (In(n) +mn(2))* _ (In(n))?
5 = 5 =—>5 t In(n)In(2) +

on a donc

(In(2))? (In(2))?
— ~vIn(2) — —

2 n—+o00

Son = un In(2) + (an — agn) —

(Sa2n,) étant une extraite de la suite convergente (S,,) qui converge vers S, on a donc

n(2))2
S =~v1In(2) — (1(22))

C.l.a. On a In(n) oo+ 1)
v (z) = — e + (1) = hg(n+1) — hy(n)

Soit > 1. h, décroit sur [e!/*, 400 et donc sur [e, +-00[ (puisque e'/* < e). On en déduit que
v), est négative sur [1,+oo[ pour n > 3 et donc

1

Vn =3, Vo > 1, 0 < v(2) < vp(l) = n(n+1)

Ainsi, [[vnoo,[1,400[ €St le terme général d'une série convergente et ) v, converge normalement
sur [1, 4o0.



C.1.b.

C.l.c.

C.2.a.

Soit n > 1.

1 —zIn(t)

- L’application t + t—z =e est continue sur [n,n + 1] pour tout = > 1.

- L’application z — Z est continue sur [1,4oo[ pour tout ¢ € [n,n + 1].

-Pourten,n+1letz>1, L] <1 7 et le majorant est indépendant de x et intégrable sur
[n,n + 1] (fonction continue sur ce SEGMENT).

1
nt dt est continue sur

Le théoreme de régularité des intégrales a parametres indique que x — f
1, +o0l.
1 —z In(

Par ailleurs, z — .5 =e ™) est aussi continue sur [1,4-o00[ et donc

wy, € CO([1, +o0|)

Remarque : on peut aussi expliciter w, en calculant lintégrale. Apparait un probléme en 1 qui
se résout sans peine avec un DL.
Siz > 1, la fonction t — & décroit sur [n,n + 1] et on a donc

1 </“+1dt> 1
(n+1)* — ), t* n®

Ve>1, Vn>1, 0 <wy(z) < vy(x)

On en déduit immédiatement que

Ainsi, [[wn oo 1,400] < [Vnlloo,[1,400 €t 12 normale convergence de ) v, sur [1,+oco[ entraine
celle de > w,. Il y a, en particulier, uniforme convergence sur [1,+oo[ et comme les w, sont
continues, il en est de méme de la somme W.

Par relation de Chasles, on a

1 n+1 dt
Zwk(f) = T / e
k=1 1

L’intégrale se calcule immédiatement et, en faisant tendre n vers I'infini, on obtient

1

1—=x

Ve >1, W(x)=F(x)+

Par continuité de W en 1%, on a donc

lim <F( )+ 1i> — W) = io (i Cln(n+1)+ ln(n)>

r—1

On remarque enfin que, par telescopage,

N N

1 1
——1 1) + In( —In(N+1)= —In(1+—
32 (5o m) = S w4 <o (145

n=1 =

lim <F(:v) + 1ix> =7

r—1t

et on conclut que

Soit x > 0. La suite (¢, (z)) est alternée et de limite nulle. En outre, (|¢,(x)|) décroit. La regle
spéciale indique alors que > ¢, (x) converge.



C.2.b.

C.2.c.

C.3.a.

C.3.b.

On a ¢, (x) = (—1)"hz(n) qui est le terme général d’une suite alternée de limite nulle pour x > 0
(croissances comparées) et décroissante & partir du rang E(e'/) + 1.

Soit @ > 0 et ng = E(e'/%) 4+ 1. Pour tout = > a, (¢/,(z)) vérifie les hypotheses de la regle
spéciale a partir du rang ng. On a donc

In(n)

n(l

Vi no, Yo > a, |3 ¢ha)| < |8h(2)] <

k>n

Le majorant étant de limite nulle et indépendant de x, on a montré que Y ¢/, converge uni-
formément sur [a, +o00].
Remarque : il est essentiel que ng soit lut ausst indépendant de x.

Les questions précédentes permettent d’utiliser le théoreme de régularité des sommes de séries

avec Y. ¢ (¢ est de classe C1). On a ¢ € C1(RT*) avec
(=1)"In(n)

nl‘

Vo >0, ¢'(z) = Z

n>1

En particulier,

n>1

Dans ¢(x), on sépare les termes d’indice pair et impair. Toutes les séries écrites étant conver-
gentes (on passe par des sommes finies et on fait tendre la borne vers l'infini), on a

1 1
Ve > 1, ¢($):_Z(2n)$+zm

n>1 n>0

On ajoute a la seconde somme les termes de la premiére pour obtenir

Ve > 1, ¢(x) = —22 (2;)1 + Z % = 2'7%F(z) 4+ F(x)
n>1 n>1

On a
h*(In(2))*

1-2"=1—¢'"® = _pm(2) - 5

+ Oo(hQ)
ce que l'on peut aussi écrire

(z — 1)*(In(2))

1-2"" = (z - 1)In(2) — 5

+oi((z —1)%)

Par ailleurs, la question C.1.c donne

F(z) = xiil +v+o01(1)

en faisant le produit, on obtient

(In(2))?
2

P(z) = (1 —21"%)F(z) = In(2) + (’yln(2) - > (x—1)+o01(z—1)

Avec la formule de Taylor-Young, et par unicité des DL, on a donc

(In(2))?
2

§=¢(1) = yIn(2) -



Exercice 2.

1.

3.b.

4.a.
4.b.

de maniere immédiate,

1 si k=1
P(i) = Ohi = { 0 sinon
. Supposons Y oy P, = 0. En prenant la valeur en x;, on obtient a; = 0. La famille (P, ..., P,)

est donc libre. Elle est, par ailleurs, constituée de polynomes de degré n et est donc une famille
de R,[X]. Par cardinal et dimension, c’est une base de R, [X].

. 51 Q € R,[X], il existe donc des scalaires oy, tels que Q) = Y oy P. La valeur en z; donne

Q(SL‘]) = Qj. AinSi,
Q=>_ Q(zx)Py
k=0

Avec Qp, = 2™ (m € {0,1,...,n}) on a donc
Qu(0) = > 2} Pe(0)
k=0

et donc
so=1 et Yme{l,.n}, s, =0

On a Qi(z;) = Q(z;) — Q(x;) = 0 et Q1 a donc au moins n + 1 racines réelles (les ;).

i. Prenons @ = X"*! et donc @1 = X" — 37 2} P;. La valeur en = 0 donne
Spt1 = —Q1(0). Or, Q1 est de degré n + 1 et on en connait n + 1 racines. On peut le

factoriser sous la forme
n

Q1 :cH(X—xk)

k=0
ol ¢ est un réel qui est le coefficient dominant de Q1. Comme les P, sont de degré n < n+1,

onac=1 et donc
n

sni1 = —Q1(0) = [[(—ax) = (=1)" [ =«
k=0

k=1
ii. On choisit cette fois Q = X™*2. on a alors 5,40 = —Q1(0) avec
n
Q]_ — XTL+2 _ Z xz+2Pk‘
k=0

Il existe cette fois des scalaires c et d tels que

n

Q1= (X +d) [J(X — )

k=0

En étudiant le coefficient de X™*2, on obtient ¢ = 1. En étudiant alors le coefficient de

X"*1 on obtient
n
0=d-— Z Tk
k=0

On en déduit alors que

Snp2 = —Q1(0) = —d [ (&) = (1) <Z $k> (H xk)
k=0



5.a. On a |z — x| > |k — j| (puisque les x; sont des entiers ordonnés). Ainsi,

k—1 n k—1 n
el = T loe — 2l T Jwe— 2] = T k=41 T 1k =l = ki(n— k)
=0 j=k+1 j=0 j=k+1

5.b. Py est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 1/y;. En regardant le coefficient de
X"™ dans 'égalité de la question 3.a on obtient donc (puisque @ est unitaire de degré n)

Qi)
L

k=0 Y

5.c. L’inégalité triangulaire donne

La question 5.a donne aussi une majoration de 1/|yx| qui permet d’écrire
1
k
1<M> —Cn
k=0

Ainsi, avec la formule du binéme,

M >nl—
Z oy



